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Introdution

Dans la mise en ÷uvre de tout proessus et en partiulier des proessus de fa-

briation par enlèvement de matière (usinage), la simulation possède de multiples

avantages :

� sur le plan de l'ation, la simulation aide à la prévision, à la déision et à

l'élaboration des produits, en autorisant de nombreux essais qui permettent

de hoisir les aratéristiques adéquates.

� sur le plan de la séurité, la simulation failite la mesure des toléranes teh-

niques de fontionnement et l'expérimentation, sans ourir le moindre risque,

des proédures de séurité.

� sur le plan �nanier, la simulation permet de réaliser des éonomies substan-

tielles en temps et en oût : elle évite nombre d'expérienes tout en permettant

une meilleure évaluation des onséquenes.

� sur le plan de la formation professionnelle, la simulation développe en quelque

sorte le savoir faire.

En oneption et fabriation assistée par ordinateur (CFAO), on a longtemps

présenté abusivement omme simulation d'usinage une simulation oupée des réa-

lités de l'atelier. E�etuée en amont dans la haîne des données qui dé�nissent le

proessus d'usinage [1℄, sur un modèle insu�samment préis de la mahine et de

son environnement, ette simulation néessitait en fait que soient e�etuées dans de

nombreux as des opérations omplémentaires de mise au point et d'essai du pro-

gramme pièe avant que son introdution en prodution ne soit possible :

� il s'agissait tout d'abord de tester si la trajetoire globale de l'outil de oupe

était faisable hors ollisions, de déteter les ollisions qui pouvaient avoir lieu

entre les éléments de la mahine-outil (outil, porte outil, ...) et eux de l'envi-

ronnement (pièe, éléments de bridage, ...).

� il s'agissait aussi d'optimiser la fabriation en éliminant tout e qui ontribuait

1
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à augmenter le temps de yle (trajetoires générées trop au large par rainte

des ollisions, profondeur de passe insu�sante, stratégie d'usinage pouvant

être améliorée, ...)

� il s'agissait en�n de ontr�ler la dérive entre les surfaes usinées et nominales,

de véri�er si les surfaes obtenues répondaient aux ritères géométriques du

ahier des harges, si le programme réalisait bien la pièe à usiner ave les

spéi�ations liées à elle-i.

Cette phase de mise au point sur site oûtait (et oûte) très her, en harges di-

retes omme le prix de réalisation des pièes prototypes, les dommages éventuels aux

équipements de prodution, mais aussi en oûts indirets omme la non-utilisation

de la mahine-outil à des tâhes de prodution ou l'allongement du yle global de

oneption et de prodution d'un produit. Ce qui représente, par onséquent, une

perte de produtivité onsidérable.

Ce sont es oûts élevés qui ont amené très t�t les herheurs à se onsarer à e

problème selon deux approhes di�érentes :

� d'une part rendre plus aisée la génération de programmes de qualité, et ei

� soit dans le adre traditionnel de la programmation d'usinage,

� soit en herhant à modi�er en profondeur les onepts hérités d'un autre

âge sur lesquels repose ette programmation

� d'autre part fournir des outils informatiques e�aes de validation hors ligne

des programmes.

Tout en restant dans le adre de la programmation d'usinage traditionnelle, la

première démarhe a entraîné des progrès ontinus dans les algorithmes utilisés

par les systèmes de FAO.

En se limitant à l'usinage de pohes qui sert à illustrer notre travail, nous pou-

vons iter les travaux [2, 3℄ qui ont présenté des algorithmes pour la génération de

trajetoires pour l'usinage en zigzag et en ontours parallèles. Dans [2℄ est présenté

un algorithme pour la génération des trajetoires de l'outil selon la stratégie en

zigzag. Cet algorithme onsiste à minimiser le nombre d'engagements de l'outil de

oupe dans la matière en rendant plus e�ae le alul des trajetoires en zigzag.

De plus, l'algorithme propose la modi�ation des onditions de oupe tout au long

de la trajetoire globale.

Dans [3℄, une méthode de génération de trajetoires d'outil est présentée pour

la stratégie en ontours parallèles, aompagnée de tehniques pour l'élimination



INTRODUCTION 3

des singularités. Il s'agit des interférenes entre les trajetoires telles que les auto-

intersetions et les points de rebroussement des trajetoires.

Certains travaux se sont intéressés à l'appliation des méthodes de la géomé-

trie algorithmique à la génération automatique des trajetoires [4, 5℄. Dans [4℄, est

présenté un algorithme pour la génération des trajetoires de l'outil utilisant les

diagrammes de Voronoi. La pohe est divisée en plusieurs zones monotones qui se-

ront usinées par la stratégie des ontours parallèles. La méthode des enveloppes

onvexes est utilisée dans [5℄ a�n de résoudre les interférenes des trajetoires de

l'outil pendant la génération de elles-i, pour le as de l'usinage en 5 axes.

D'autres travaux se sont intéressés à la qualité de surfae obtenue et au temps

d'usinage. Les objetifs de es travaux étaient de répondre aux deux besoins sui-

vants :

� éviter d'usiner plusieurs fois des régions de la pohe ar l'usinage répété d'une

région diminue la qualité de surfae et augmente le temps d'usinage.

� diminuer le nombre exessif de rétration d'outil de oupe pendant l'usinage

de la pohe ar ette opération augmente fortement le temps d'usinage.

Il est proposé notamment dans [6℄ un algorithme général pour la génération de tra-

jetoires en usinage de pohes en zigzag, qui onsiste à rendre plus e�ae l'étape

de génération des trajetoires en minimisant le nombre de rétrations de l'outil de

oupe.

Toujours dans le adre de e que nous avons dé�ni omme une première démarhe

possible pour la reherhe, mais sur un tout autre plan, les onditions se sont trou-

vées réunies pour que puisse être envisagée omme possible à moyen sinon à ourt

terme la portabilité des programmes pièes [7℄. Essentiellement sous l'in�uene des

industries aéronautiques et automobiles, ette notion est désormais une exigene du

e-manufaturing. La pièe à usiner et le programme-pièe peuvent en e�et avoir été

onçus sur un ontinent et les usinages e�etués dans des ateliers situés sur d'autres

ontinents. Elle est plus omplexe que elle de la portabilité d'un ode puisqu'elle

est aussi fontion des aratéristiques géométriques, méaniques, (en statique et

dynamique ...) des Mahines Outils à Commande Numérique (MOCN) utilisées.

C'est à vrai dire la struture même de la haîne allant de la oneption à la

fabriation qui, après de multiples tentatives qui furent autant d'éhes, va onnaître

de profondes modi�ations pour aboutir à une véritable intégration de es ativités

autour d'un modèle unique de la pièe à obtenir.

En e�et, tout programme d'usinage en Commande Numérique (CN) utilise à

l'heure atuelle des notions dé�nies dans les années 50 à 60 : le programme à l'exé-

ution ne fait qu'enhaîner des séquenes de mouvements dé�nis par rapport aux
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axes de la mahine (odes G) et des fontions binaires (odes M) prises en harge

par son automate sans que l'on puisse attribuer aux primitives qu'il utilise une sé-

mantique quelonque liée à un modèle de la pièe à usiner. L'expression "ode ISO"

fait référene à la norme ertes bien aeptée ISO 6983 mais elle-i ne dé�nit que

la syntaxe et un noyau minimum de fontions du langage, haque fabriant de ma-

hine l'aroissant de façon anarhique de ses propres extensions ave l'appui des

fabriants de Commande Numérique par Calulateur (CNC : ensemble du direteur

de CN et de son automate assoié) ; 'est pourquoi nous préférons parler de "ode

G".

Dans la suite logique de l'adoption par de grandes entreprises d'un modèle neutre

et standardisé de données STEP (STandard for the Exhange of Produt model data,

ISO 010303) et de protooles appliables à la desription géométrique de pièes et

des aratéristiques de fabriation, est en ours d'adoption un ensemble de normes

et protooles (projet européen STEP NC, ISO DIS 14649). Ceux-i dé�nissent un

modèle de données STEP ompliant à l'interfae entre les systèmes de CFAO et

la ommande numérique, et un nouveau paradigme onduisant à onevoir un pro-

gramme pièe omme une séquene de tâhes d'usinage élémentaires (workingsteps),

haque tâhe dérivant une opération unique de fabriation utilisant un outil donné,

omme un trou, une rainure, une ébauhe de pohe, et .

Cei ne onerne pas l'interfae opérateur, les données d'usinage pouvant lui

être présentées sous une forme quelonque selon le hoix fait pour l'interfae homme

mahine de la CNC.

Les objetifs de ette ambitieuse réforme sont les suivants :

� établir en�n un standard largement aepté pour la transmission des données

CN jusqu'à l'atelier. Lui même basé sur un standard de représentation géné-

rique, il réduira tout besoin de onversion de es données.

� supprimer de e fait tout format intermédiaire, à ommener par le Cutter

Loation �le, et la néessité des post-proesseurs.

� autoriser des modi�ations aisées des données CN sur la mahine par l'opéra-

teur, souvent le mieux à même de juger de leur intérêt.

� permettre le feedbak de es données modi�ées à l'atelier vers les bureaux des

méthodes et d'études, maintenant ainsi l'uniité du modèle de la pièe malgré

des �ux bidiretionnels entre es entités.

On ne peut que se réjouir de voir se pro�ler une telle révolution qui résoudra

des problèmes majeurs et peu orthogonaux de la CN et devrait mettre un terme à la

néessité d'utiliser des émulateurs spéi�ques de CNC pour la validation hors ligne
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des programmes. Cependant, outre que ette solution que notre laboratoire avait

préonisée en 1993 aura été utilisée pendant une déennie si l'adoption de STEP

NC par les grands donneurs d'ordres se déroule omme on peut atuellement le

prévoir (mais auune CNC onforme n'existe enore sur le marhé), on notera que

deux évolutions intéressantes se dessinent qui onfortent les options prises en leur

temps par le laboratoire pour mettre en doute l'élimination annonée par ertains

de l'opérateur, et s'avèrent intéressantes dans le adre de e travail.

Ces informations sont déduites des sénarios hypothétiques [8℄ établis en mai

2001 par l'ISO pour illustrer di�érents as d'appliations prévisibles pour la nou-

velle norme.

� il n'est pas question, malgré la disparition annonée de toute possibilité d'ex-

tension anarhique au nouveau standard, malgré la mise en plae d'un modèle

ohérent, de ontester la néessité de la véri�ation préalable des programmes,

et l'intérêt de l'e�etuer si possible hors ligne

1

.

� il est désormais admis qu'un opérateur expérimenté est le mieux plaé dans

l'atelier pour e�etuer de façon interative des modi�ations éventuelles (au

moins tehnologiques) au programme pièe, valider des hoix dé�nitifs suite

à ses essais, e qui d'ailleurs ne posait problème auparavant qu'en raison des

di�ultés du feedbak.

La seonde démarhe ouverte aux herheurs est de travailler sur la véri�ation

des programmes d'usinage. Elle a onduit à la oneption de logiiels spéi�ques de

simulation permettant validation et optimisation hors ligne, ativité dont quelques

�rmes dans le monde (CGTeh, SPRING Tehnologie...) se sont fait une spéialité.

Certains de es logiiels fontionnent de façon autonome, d'autres ont été intégrés,

au �l des restruturations des entreprises, à des systèmes de CFAO mais permettent

e que nous avons toujours onsidéré omme essentiel [1℄, une véri�ation externe

au proessus de génération du programme.

Le présent travail s'insrit dans le adre de ette seonde démarhe, l'amélioration

des performanes d'outils logiiels de validation et d'optimisation, dont on vient de

voir que l'usage était atuellement de plus en plus intégré à la pratique des ateliers et

que l'intérêt qu'ils présentent pour les utilisateurs ne serait nullement mis en ause

1

Ave le développement de l'usinage à grande vitesse (UGV) [9, 10℄, la simulation est devenue

un passage quasi obligatoire. La véri�ation des trajetoires outils avant leur mise en appliation

est indispensable ar les vitesses d'avane pratiquées en UGV rendent bien souvent inopérantes les

interventions d'urgene. En simulant le programme de la pièe, on souhaite prévoir les aidents

de parours.
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par les standards à venir.

En introduisant en 1988 le onept d'émulation logiielle des ommandes nu-

mériques de mahine-outil [11℄, validé par l'implantation ultérieure de son logiiel

LI-CN

2

, notre laboratoire a été un des tous premiers à permettre que soit aepté

en entrée d'un simulateur véri�ateur le programme spéi�que, en ode G intégral,

d'une MOCN. Pour être plus prohe des préoupations des utilisateurs (PME-PMI)

auprès desquels les membres du laboratoire ont pris onsiene du verrou tehnolo-

gique majeur que onstituait pour eux la validation des programmes d'usinage, e

logiiel a été originalement onçu omme un outil d'atelier et non de bureau d'études

ou de méthodes omme 'est le as pour les systèmes de CFAO.

Il nous est apparu que trois types de di�ultés pouvaient freiner l'introdution

d'un logiiel de CAO/CFAO dans une entreprise de petite taille :

� des di�ultés d'ordre éonomique qui regroupent l'investissement initial

élevé en matériels, logiiels, la formation du personnel, l'embauhe éventuelle

de spéialistes, et l'évaluation préise a priori des gains de produtivité qui

reste souvent di�ile.

� des di�ultés d'ordre tehnique lorsqu'il faut suivre l'évolution rapide des

matériels et logiiels.

� des di�ultés d'ordre pratique qui sont dues à un manque de souplesse

des logiiels, à une absene d'intégration des divers logiiels utilisés pour les

phases suessives du travail de oneption, a un manque de liaison ave le

proessus de fabriation en aval, à la omplexité du mode opératoire, et à un

manque de onvivialité de l'interation homme mahine.

L'un des obstales les plus importants à la di�usion de es logiiels dans le

monde de l'industrie réside dans la di�ulté itée i-dessus de prouver la rentabilité

d'un lourd investissement. Ainsi, d'un �té de très grandes entreprises peuvent se

permettre d'utiliser des logiiels de CAO/CFAO de haut de gamme dont les prix

dépassent plusieurs millions de frans et exploitables seulement sur des stations de

travail ave des artes graphiques spéialisées. D'un autre �té, les PME ou les PMI

souhaitent aussi exploiter des logiiels performants mais plus simples, s'adaptant sur

des miro-ordinateurs standard et permettant de béné�ier pleinement des onnais-

sanes et des ompétenes tehniques des opérateurs (skilled operator). La onvivia-

lité de la simulation vis à vis de l'opérateur est aussi l'un des fateurs dominant de

son aeptation dans les ateliers.

2

Le logiiel LI-CN est une marque déposée de l'Université de Limoges.
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Dans ette thèse nous proposons une amélioration du z-bu�er étendu appliqué

à la simulation d'usinage en atelier. Cette struture de données graphique a été

proposée initialement par Van Hook [12℄ pour visualiser en simulation un usinage,

et est bien adaptée aux programmes omposés de nombreuses trajetoires et aux

onditions exigeantes de l'atelier.

Le premier hapitre est onsaré aux di�érentes méthodes de modélisation dans

les espaes 2D et 3D, et plus partiulièrement à la modélisation 2D

1

2

des trajetoires

outils.

La présentation générale de la tehnique du z-bu�er étendu est détaillée dans le

deuxième hapitre. Elle est ensuite suivie de l'appliation de ette tehnique dans

le adre de la simulation d'usinage. Toutefois, la tehnique du z-bu�er étendu ne

permet pas de garder en mémoire l'historique de l'usinage de la pièe. Pour revenir

en arrière dans la simulation, il est néessaire de rejouer elle-i depuis le début.

Dans la suite du mémoire, nous proposons des solutions à e problème.

Dans le troisième hapitre, nous proposons un algorithme pour une simulation

interative en introduisant deux nouvelles fontionnalités que nous appelons respe-

tivement trae en Z et trae en temps [13℄. La trae en Z permet de onserver le

modèle de la pièe usinée à un instant quelonque de la simulation et ainsi de pou-

voir apporter des modi�ations éventuelles dans le programme d'usinage. La trae

en temps permet de réa�her une sène quelonque de la simulation.

Pour implémenter es deux traes, nous nous sommes intéressé dans le quatrième

hapitre aux strutures de données adéquates. Nous proposons tout d'abord l'utili-

sation de Skip List, struture de données de aratère probabiliste, puis introduisons

l'Interval Treap, nouvelle struture de données basée sur les arbres binaires d'inter-

valles [14℄.

Dans le inquième hapitre, une évaluation expérimentale suivie d'une interpré-

tation théorique montre que l'usage de es deux strutures est ompatible ave les

aratéristiques des miro-ordinateurs au standard atuel et permet la mise en plae

d'une simulation d'atelier onviviale.

Nous onluons notre mémoire par le sixième hapitre où après reonnaissane

de la stratégie d'usinage, nous évaluons la faisabilité de la simulation en proédant à

une estimation des ressoures matérielles néessaires pour qu'elle puisse être exéutée

dans de bonnes onditions.



Chapitre 1

Modélisation géométrique et

Simulation d'usinage

8
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La mise en plae de toute simulation de proessus dans un espae en trois dimen-

sions néessite tout d'abord une étape de modélisation qui aboutit à la onstrution

d'une maquette virtuelle alulée géométriquement par rapport à un repère tridimen-

sionnel. Cette maquette peut ensuite être visualisée dans une orientation donnée,

e qui revient à positionner l'oeil de l'observateur en un point préis de l'espae. La

modélisation géométrique et la visualisation sont a priori deux étapes distintes pour

la simulation. Cependant, dans d'autres appliations, omme le alul de strutures,

la modélisation géométrique peut parfois se passer de visualisation, et dans ertains

as seule l'étape de visualisation su�t pour répondre au problème posé.

1.1 Modélisation géométrique

Dans son sens le plus général, le terme modélisation désigne la oneption et l'éla-

boration d'un modèle théorique. Un modèle géométrique représente un ensemble de

données mathématiques aratérisant un objet physique ou un de ses éléments dans

l'espae. La modélisation géométrique regroupe don l'ensemble des théories et des

tehniques permettant de représenter mathématiquement et de traiter jusqu'aux

formes omplexes. En général, le modèle se omporte omme une maquette virtuelle

d'un objet qui n'a pas enore d'existene réelle. Il peut ontenir des données de

nature très diverses omme les aratéristiques géométriques, topologiques et teh-

nologiques de l'objet [15℄. De nombreux modèles peuvent traduire la forme que l'on

herhe à onevoir. La qualité d'un modèle est sa apaité à représenter le plus �-

dèlement possible l'objet réel en intégrant du mieux possible les ontraintes diverses

liées à et objet. Ainsi, les modèles sont aratérisés par :

� leur degré de préision. Ils modélisent l'objet de façon exate ou approhée.

En e�et, l'utilisation de modèles dans le domaine de la géologie demande une

préision du modèle à une dizaine de entimètres près, alors que l'utilisation

de modèles pour la méanique néessite une préision au miron près. Cette

préision dépend bien sûr de la taille de l'objet à modéliser par rapport à

son environnement. Dans le as de la simulation d'usinage, les déplaements

de l'outil de l'ordre du miron sont à l'origine des modi�ations du modèle

représentant la pièe usinée.

� leur souplesse d'utilisation. Les modèles doivent être failement réés ou mo-

di�és.

� leur rihesse sémantique, 'est à dire leur apaité à onserver le plus d'infor-

mation possible sur l'objet à modéliser.

� leur adaptation à une appliation donnée.
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La modélisation géométrique porte don prinipalement sur la mise en forme de

haune des omposantes de la maquette virtuelle et sur leur assemblage. Plusieurs

tehniques ont été développées. Il est possible de les regrouper en quatre lasses :

la modélisation 2D, la modélisation 3D �laire, la modélisation 3D surfaique et la

modélisation 3D volumique.

1.1.1 La modélisation 2D

La onstrution du modèle est basée sur la méthode traditionnelle du dessin

tehnique réalisé par le dessinateur industriel. Celui-i onstruit les di�érentes vues

planes de l'objet, véhiulant ainsi des données tehnologiques tout en dé�nissant la

morphologie du produit. Mais le modèle est pauvre ar il n'existe auune relation

entre es di�érentes vues. Ainsi toute modi�ation à réaliser sur le modèle doit se

faire sur toutes les vues onernées.

1.1.2 La modélisation 3D

La modélisation géométrique 3D est l'étape dans laquelle sont dé�nies de ma-

nière numérique les diverses aratéristiques géométriques d'un objet ou d'une sène

tridimensionnelle. L'outil employé, appelé modeleur, a pour but de réer un �hier

regroupant toutes es aratéristiques. Ainsi, l'objet ou la sène 3D pourront être

transférés dans d'autres logiiels. Plus préisément es �hiers de desription géomé-

trique sont utilisés dans deux domaines prinipaux qui sont la CFAO (Coneption

et Fabriation Assistées par Ordinateur) et la synthèse d'image.

La onstrution d'un modèle tridimensionnel permet de passer rapidement d'une vue

à l'autre (par exemple du plan à la oupe). Il existe une ohérene entre toutes les

vues, 'est-à-dire que toute modi�ation dans une vue est automatiquement réper-

toriée dans les autres vues. On distingue habituellement trois types de modélisation

3D : �laire, surfaique et volumique. Leur di�érene est basée sur l'utilisation d'en-

tité di�érentes : points, segments, droites, erles, ourbes, surfaes, polyhèdres,

volumes.

1.1.2.1 La modélisation �l de fer (wireframe)

Dans e modèle, le premier onçu, seules les oordonnées des sommets et les

arêtes les joignant sont onservées. La fae en tant que telle n'est pas onnue. C'est

un modèle simple qui présente ertains avantages omme la réation et la visuali-

sation rapide du modèle, une faible utilisation du proesseur, une faible apaité

mémoire et une modi�ation aisée des points et des arêtes. Mais ette modélisation
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? ??

Fig. 1.1 � Ambiguïtés de la modélisation �l de fer

présente aussi de nombreux inonvénients. En e�et, les objets ainsi modélisés sont

transparents et ne permettent pas l'e�aement des parties ahées. La modélisation

reste ambiguë ar plusieurs objets di�érents peuvent onduire à la même représen-

tation puisque rien ne permet de distinguer le vide du plein (�gure 1.1, page 11).

En CAO méanique, le modèle �laire sert essentiellement à dé�nir des points et

des lignes de onstrution (brouillon), ainsi que des surfaes élémentaires, points et

lignes servant à la dé�nition des surfaes omplexes et des volumes.

1.1.2.2 La modélisation surfaique

Ce type de modélisation onsidère la notion de surfae limite des objets en as-

soiant au modèle préédent la notion de fae. Il permet don de dé�nir des objets

en assoiant des éléments de surfae à des ontours délimités par des arêtes. En gé-

néral, les objets sont représentés soit sous la forme d'un maillage polygonal (réseau

de faettes polygonales planes), soit sous la forme de surfaes paramétriques qui

regroupent les surfaes de type analytiques (plane, de révolution, . . . ) et les surfaes

de type synthétiques (Coons, Bézier, B-spline, �-spline, Nurbs [16, 17℄).

La modélisation surfaique permet de dé�nir une forme par un ensemble de surfaes,

mais es surfaes restent indépendantes les unes des autres, omme des peaux in�-

niment �nes dont on ne verrait pas qu'elles délimitent un volume. Ainsi le modèle

surfaique, s'il permet de déterminer très préisément les trajetoires d'un outil en

utilisant diretement la dé�nition biparamétrique des surfaes, ne permet pas de

dé�nir la notion d'intérieur et d'extérieur.
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Néanmoins, bien que la modélisation surfaique pose des problèmes de ohé-

rene puisque haque surfae est dérite indépendamment des autres, elle a tout de

même de nombreuses appliations dans plusieurs seteurs industriels omme l'aéro-

nautique et l'automobile. En e�et la CAO, en tant que telle, a débuté à la �n des

années soixante ave la modélisation des surfaes omplexes ou formes libres et leur

usinage. Tous les grands onstruteurs automobiles et aérospatiaux ont développé

en interne dans es années là, des logiiels de simulation dans trois buts : faire de

la simulation d'usinage de type bureau d'études, e�etuer des aluls d'aérodyna-

mique, juger l'esthétique à partir d'images de synthèse. Atuellement, la plupart des

modeleurs géométriques utilisent en plus d'une représentation volumique un noyau

surfaique destiné à la formulation géométrique des formes libres dont on ne onnaît

pas de formulation analytique. Le hoix entre es deux modélisations se pose lorsque

les surfaes des objets sont dé�nies à partir de réseaux de points (balayage d'une

surfae).

1.1.2.3 La modélisation volumique

La modélisation volumique est apparue au début des années soixante-dix. Ce

type de modélisation permet de représenter sans ambiguïté les objets tout en onser-

vant leurs aratéristiques physiques : les arêtes et les faes de l'objet, ainsi que la

matière sont modélisés. La modélisation volumique se distingue de la modélisation

surfaique notamment par les notions d'intérieur et d'extérieur. Elle est ompo-

sée d'une enveloppe fermée et peut représenter failement un objet physique. Une

telle représentation de l'objet est aussi appelée représentation omplète de l'objet.

Cette modélisation est prohe de la réalité, elle permet d'e�etuer des aluls sur

les propriétés physiques de l'objet (surfae, volume, masse, entre de gravité, entre

d'inertie) et de soumettre ainsi l'objet à di�érentes analyses, traditionnellement ef-

fetuées sur les prototypes.

Pour mettre en plae la modélisation volumique, on utilise la géométrie des solides.

La génération de solides ou volumes est très importante dans le domaine de la CAO

omme dans elui des images de synthèse et de l'animation en 3D. Comment ne

onsidérer une pièe méanique que du point de vue des surfaes alors qu'il faut être

apable de faire des ouvertures ou de ombiner des volumes ? Les méthodes volu-

miques se basent sur des volumes élémentaires, tels que des primitives géométriques

(omme les parallélépipédes, les ylindres ou les sphères) ou des volumes simples,

puis ombinent es volumes de base pour réer de nouveaux volumes. En e�et, il est

plus faile d'utiliser des opérations ensemblistes (telles que l'union, l'intersetion, la
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di�érene) ave des solides plut�t qu'ave des surfaes.

On distingue généralement quatre méthodes prinipales de modélisation d'objets

3D : CSG, représentation par les frontières (BRep), énumération spatiale, déompo-

sition en ellules.

1.1.3 Méthode de représentation d'objets solides

Les objets 3D manipulés dans le domaine de la modélisation géométrique volu-

mique sont des sous-ensembles de l'espae eulidien R

3

. Pour modéliser un tel objet,

il su�t de dé�nir l'ensemble des points qui dérivent le volume de l'espae oupé

par l'objet.

En mathématique, la représentation d'un ensemble peut être réalisée de deux ma-

nières : soit en donnant une expression mathématique qui aratérise les éléments

de l'ensemble, soit en donnant la liste omplète de es éléments. Ces deux types

de représentation d'un ensemble se retrouvent au travers des deux types de mo-

délisation volumique suivantes : la modélisation volumique ontinue qui regroupe

des méthodes analytiques exates de représentation de l'objet 3D et la modélisation

volumique disrète qui regroupe des méthodes approximatives de représentation de

l'objet 3D.

1.1.3.1 Assoiation de solides

1. Dé�nitions

Un objet est un ensemble de points partagés en points intérieurs et points fron-

tières. Les points de l'espae qui ne sont ni des points intérieurs de l'objet, ni

des points frontières de l'objet sont des points extérieurs à l'objet.

Les points frontières sont les points dont la distane entre l'objet et le omplé-

ment de l'objet est nulle. Un ensemble fermé ontient tous les points frontières,

alors qu'un ensemble ouvert n'en ontient auun.

La frontière d'un ensemble fermé est l'ensemble de ses points frontières.

L'intérieur d'un ensemble fermé est le omplément de la frontière par rapport

à l'objet. Il est don onstitué par tous les points de l'ensemble, les points

frontières exlus.
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La l�ture d'un ensemble est l'union de l'ensemble ave l'ensemble des points

frontières. La l�ture est un ensemble fermé.

Un solide est un objet à trois dimensions. Son intérieur est aussi à trois di-

mensions, mais sa frontière n'est qu'à deux dimensions.

A 

A

* B
U

AB
U

(non régularisée) (régularisée)

B

Fig. 1.2 � Opération booléenne non régularisée et régularisée

2. Opérateurs booléens régularisés

Les opérations booléennes ensemblistes telles que l'union ([), l'intersetion(\)

et la di�érene (�) sont utilisées pour ombiner des objets. En appliquant une

opération booléenne à deux solides A et B, nous nous attendons à obtenir

omme résultat un objet solide. Mais e n'est pas toujours le as, omme

l'illustre la �gure 1.2, page 14. En e�et, dans ette �gure les deux solides A

et B ont un bout de fae en ommun. Le résultat de l'intersetion (lassique)

entre es deux solides à trois dimensions se déompose en un parallélépipède

(trois dimensions) et en un retangle (deux dimensions). Le résultat ainsi ob-

tenu ne peut pas être assimilé à un objet à trois dimensions. Les opérations

booléennes de régularisation vont don être utilisées pour éliminer l'objet de

dimension inférieure. L'idée de la régularisation est simple et se déompose en

trois étapes :

� Tout d'abord, l'opération booléenne entre les deux solides est e�etuée nor-

malement, générant si le as se présente des éléments de dimensions infé-

rieures dans l'objet résultat.
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� Puis, l'intérieur de l'objet résultat est alulé. Cette étape onsiste à sup-

primer de l'objet résultat tous les éléments de dimensions inférieures. Le

résultat obtenu est don un solide sans frontière.

� En�n, la dernière étape onsiste à aluler la l�ture sur le solide résultat

obtenu dans l'étape préédente. En alulant la l�ture, nous rajoutons alors

la frontière aux points intérieurs du solide préédent.

Requiha [18℄ introduit les opérateurs booléens régularisés, notés [

�

, \

�

,�

�

qui

assurent que les opérations booléennes sur des solides onduisent toujours à des

solides. D'après e qui préède, les opérations booléennes régulières peuvent

être dé�nies à partir des opérations booléennes ordinaires [, \, � de la manière

suivante :

X [

�

Y = r(X [ Y )

X \

�

Y = r(X \ Y ),

X �

�

Y = r(X � Y )

où r désigne l'opérateur de régularisation où la régularisation d'un ensemble

fermé est dé�nie omme la l�ture de ses points intérieurs :

r(:::) =l�ture(intérieur(...))

En utilisant ette dé�nition, le résultat de l'intersetion régulière entre les deux

solides A et B de la �gure 1.2, page 14 donne maintenant omme résultat un

solide (un parallélépipède).

1.1.3.2 La modélisation volumique ontinue par les méthodes exates

1. La modélisation solide (CSG) :

La modélisation par la omposition arboresente de solides (Construtive So-

lide Geometry ou CSG) onsiste à ombiner des solides élémentaires (parallélé-

pipède, prisme, ylindre, one, sphère, tore, . . . ) à l'aide d'opérateurs booléens

réguliers (union, intersetion, di�érene). L'objet modélisé est ainsi dérit par

la suession des opérations qui l'ont généré. La oneption d'un solide om-

plexe revient à réer un arbre binaire dit arbre CSG dont les noeuds orres-

pondent aux opérateurs booléens réguliers et les feuilles orrespondent aux

solides élémentaires (�gure 1.3, page 16). Pour retrouver l'objet �nal, il su�t

de parourir l'arbre suivant un parours post�xé. Du point de vue mathé-

matique, l'objet peut être représenté par une expression algébrique dont les

opérandes sont des volumes de forme simple et les opérateurs des ombinaisons
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S

S1
S2

S3S4

-

U

Fig. 1.3 � Exemple d'objet obtenu par une modélisation CSG

booléennes hoisies pour sa onstrution. Par exemple, le solide S (marteau)

de la �gure 1.3 de la page 16 a pour équation : S = (S

1

� S

2

)

S

S

3

.

Un modèle géométrique exat est don obtenu par la méthode CSG. Ce type

de représentation a l'avantage d'être peu oûteux en espae mémoire : le sto-

kage des données est ompat puisque seules les dé�nitions analytiques des so-

lides élémentaires sont mémorisées. Le modèle CSG permet aussi de onserver

l'historique des opérations e�etuées et présente des failités de modi�ation,

puisqu'il est aisé de transformer les dimensions ou la position d'un solide élé-

mentaire. Il su�ra alors de reparourir l'arbre pour realuler le nouvel objet.

Les avantages supplémentaires par rapport à un modèle surfaique sont dire-

tement issus de la notion de matière. Plusieurs méthodes peuvent être utilisées.

La plus simple onsiste à tester si un point est à l'intérieur ou à l'extérieur d'un

solide omplexe. Prenons par exemple le solide S (marteau) de la �gure 1.3 de

la page 16, un point P est à l'intérieur de e solide se traduit par la véri�a-

tion de l'intériorité et de l'extériorité des solides élémentaires ou de la manière

suivante :

[P 2 ((S

1

� S

2

)

S

S

3

)℄() [((P 2 S

1

) ET (P 62 S

2

)) OU (P 2 S

3

)℄

Grâe à la notion de matière, les résultats massiques (masse, entre d'iner-

tie, . . . ) sont désormais alulables.

L'inonvénient majeur de la modélisation CSG est le temps d'exéution. Pour
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obtenir l'objet �nal, il faut parourir entièrement l'arbre CSG, e qui peut être

très oûteux en temps. En e�et, le temps néessaire à l'obtention d'un objet

est raisonnable si le nombre de volumes élémentaires est réduit, mais e temps

augmente rapidement ave la omplexité du solide (puisque le temps de mise

à jour est diretement proportionnel au nombre d'opérations renontrées au

ours de l'élaboration du solide �nal).

De plus, la modélisation CSG ne permet ni de onevoir des formes dites na-

turelles omme des minéraux ou des végétaux, ni de modéliser des surfaes

gauhes, e qui ne l'empêhe pas d'être largement utilisée dans le domaine

de la CFAO, puisque les ombinaisons booléennes telles que l'union et la dif-

férene orrespondent respetivement aux proédés de soudure, ollage d'une

part, et d'enlèvement de matière d'autre part qui sont utilisés dans les proes-

sus industriels de fabriation.

2. La méthode par représentation des frontières (BRep)

La méthode par représentation des frontières (Boundary Representation ou

BRep) permet de représenter un objet par un ensemble de surfaes le délimi-

tant. Alors qu'un solide CSG s'apparente à un assemblage de briques, le modèle

BRep s'apparente à un assemblage de peaux surfaiques qui seraient ousues

entre elles pour former une gourde étanhe : le volume [19℄. L'objet est alors

représenté par sa frontière.

Fig. 1.4 � Les faes d'un solide en modélisation BRep
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La BRep mémorise :

� les aratéristiques géométriques de l'objet omme les oordonnées des

points aratéristiques de l'enveloppe du solide (les sommets), les équations

des arêtes et des faes. Il est intéressant de remarquer que la notion d'inté-

rieur et d'extérieur est assoiée à toutes les faes du solide.

� les aratéristiques topologiques de l'objet omme le nombre de faes,

de trous, . . .

� les aratéristiques omplémentaires omme la ouleur de la fae, le

degré de transparene de la fae, ou les propriétés physiques telles que la

densité, la résistane, . . .

Pour les objets ourbes, la notion intuitive de fae disparaît (�gure 1.4, page 17).

La relation d'Euler est valable pour tout polyhèdre régulier et omplexe :

V � E + F = 2 (1.1)

où V est le nombre de sommets, E le nombre d'arêtes et F le nombre de faes.

Cette loi peut être généralisée au solide [16℄ :

V � E + F �H = 2(C �G) (1.2)

où H est le nombre de trous dans les faes, G le nombre de trous qui passent au

travers de l'objet et C le nombre de omposants disjoints (parties) de l'objet

(�gure 1.5, page 18).

V - E + F- H= 2(C-G)
8 12 6 0 1 0

V - E + F- H= 2(C-G)
24 15 3 1 136

Fig. 1.5 � Equation d'Euler et polyhèdres

Pour éviter les inohérenes topologiques (omme une fae oubliée, par exemple),

et garantir la validité des solides, les opérateurs d'Euler sont également utili-

sés. Chaque fois qu'un opérateur d'Euler est appliqué, l'équation préédente
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reste valide. Ces opérations onsistent à retirer ou à ajouter des sommets, des

arêtes ou des faes tout en ontinuant à satisfaire la formule d'Euler généralisée.

L'avantage du modèle BRep est de pouvoir être modi�é omplètement ou par-

tiellement, sans engendrer une réévaluation omplète de elui-i. De plus, les

modi�ations peuvent être des modi�ations plus ou moins loales des fron-

tières de l'objet omme par exemple la translation d'un sommet (les arêtes

orrespondantes s'adaptent aussi) ou la déformation loale d'une fae (déa-

lage parallèle, bombé ou reux), . . .

Les représentations par les frontières ont été les premières représentations uti-

lisées en CAO.

1.1.3.3 La modélisation volumique disrète par les méthodes approxi-

matives

1. Déomposition spatiale en ellules

La déomposition spatiale en ellules [16℄ onsiste à déouper l'espae tridi-

mensionnel en ellules élémentaires. Chaque objet est alors dérit dans et

espae par une liste de ellules oupées. Ces ellules ne sont pas arrangées

sur une grille régulière. Chaque ellule peut être déomposée pour o�rir une

préision supérieure. L'avantage de ette méthode est de pouvoir déomposer

des formes omplexes, mais elle n'est pas très préise, notamment sur le dé-

�nition des ontours de l'objet. Cette déomposition spatiale en ellules n'est

pas néessairement unique omme le montre la �gure 1.6, page 19.

Fig. 1.6 � Déomposition spatiale en ellules d'un solide de deux façons di�érentes



MODELISATION ET SIMULATION 20

2. Enumération spatiale

L'énumération spatiale est un as partiulier de la déomposition en ellules

identiques arrangées en une grille �xe et régulière (�gure 1.7, page 20). Ces

ellules sont appelées voxels (éléments en volume) par analogie au pixel. Les

voxels sont des ellules spatiales régulières oupées par le solide, e sont gé-

néralement des ubes de taille �xe. Plus les dimensions du ube sont petites,

plus la desription des objets est préise. Pour savoir si une ellule est oupée

par un solide ou pas, nous utilisons le entre de la ellule. Le solide est ainsi

dé�ni par la liste des oordonnées des entres des ellules.

L'avantage de ette méthode est la simpliité d'aès à un point donné, mais

ette méthode est oûteuse en terme de mémoire.

Fig. 1.7 � Enumeration spatiale

3. arbre otal (otree)

L'arbre otal est une généralisation de l'énumération spatiale : les ubes peuvent

avoir des tailles di�érentes à une puissane de deux près. Un arbre otal est

basé sur la subdivision réursive d'un ube (ou voxel) en huit ubes (ou voxels)

de même taille (otants).

Le prinipe de onstrution est le suivant. Tout d'abord, l'objet à modéliser est

reouvert par un premier ube. Ensuite, à haque stade du proessus réursif

deux as sont possibles. Soit l'objet ne remplit pas omplètement e ube, il

est alors subdivisé en 8 nouveaux otants. Soit l'otant est omplètement plein

ou vide, la subdivision est alors stoppée et l'otant est marqué omme étant

plein ou vide.

L'otree est une extension de l'arbre quaternaire quadtree en deux dimensions

qui est alors basé sur la subdivision réursive d'un arré en quatre arrés de

même taille (quadrants).
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Fig. 1.8 � Représentation d'un objet sous forme d'otree
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Un dexel

Fig. 1.9 � Méthode du z-bu�er étendu
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4. z-bu�er étendu

Le z-bu�er (tampon en Z ou tampon de profondeur) étendu est une variante

de l'énumération spatiale : les ellules élémentaires ne sont plus des voxels

(ubes identiques), mais des dexels (parallélépipèdes dont une dimension est

variable). Un dexel représente une partie du solide derrière un pixel et d'une

façon plus imagée, un dexel peut être identi�é à une frite [20℄ (�gure 1.9,

page 21). Cette approhe par dexels peut être omparée à un odage par plage

(run length enoding). De plus, omme ette méthode est destinée à dé�nir une

image matriielle de la pièe, une liste de dexels est assoiée à haque pixel

(élément de la matrie). La tehnique du z-bu�er étendu sera étudiée dans les

paragraphes suivants.

1.2 Choix d'une méthode pour la simulation d'usi-

nage

Nous nous présentons brièvement dans e paragraphe les aratéristiques de la

simulation d'usinage par enlèvement de matière en fraisage (voir annexe).

1.2.1 La modélisation dans la simulation d'usinage

1.2.1.1 L'usinage en ommande numérique par fraisage

5 Axes

Axe de l’outil

3 Axes

Axe de l’outil

Z

X

Y

Fig. 1.10 � Comparaison entre l'usinage à 3 axes et l'usinage à 5 axes

L'espae à trois dimensions est dé�ni par un système de référene de trois axes.

Le repérage d'un solide s'y fait à partir de sa position, dé�nie par les oordonnées

d'un point de référene, et de son orientation, dé�nie par les angles par rapport
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aux axes de référene. La plupart des pièes industrielles sont usinées ave 3 degrés

de liberté : x; y; z. Les valeurs de x et y dérivent le mouvement de l'outil dans le

plan de travail. En usinage 3 axes, l'axe de l'outil est aligné ave l'axe z et garde

une orientation �xe. Ainsi, il n'existe qu'une unique position de l'outil tangente

à la surfae en une position donnée. Un as partiulier très fréquent est elui de

l'usinage dit en 2D

1

2

, à profondeur onstante. L'usinage à 5 axes o�re deux degrés

de liberté supplémentaires par rapport à l'usinage à 3 axes. Ces deux degrés de

liberté (angles de rotation autour de l'axe de l'outil) permettent d'orienter l'outil

(�gure 1.10, page 22). En usinage 5 axes, il existe don une in�nité de positions

de l'outil tangentes à la surfae du point de ontat. L'usinage en 5 axes permet

de réaliser des surfaes ayant un seul point de ontat ou une ligne (usinage par

�an) de ontat entre l'outil et la surfae nominale. Les exemples pris reposent

prinipalement sur des usinages en 2D

1

2

en raison des ontraintes d'implémentation

de notre algorithme sur la version atuelle de LI-CN. Nous montrons dans la suite

que es ontraintes ne limitent pas l'intérêt de la méthode proposée.

1.2.1.2 Modélisation des trajetoires outils

L'usinage omplet de la pièe met en oeuvre une suession de trajetoires élé-

mentaires de l'outil. Chaune est aratérisée par le positionnement du entre de

l'outil dans l'espae (point de départ et point d'arrivée) ainsi que son mode de

déplaement (interpolation linéaire ou irulaire). Une trajetoire élémentaire est

orientée du point de départ (point ourant) qui orrespond au entre outil au début

du segment de trajetoire vers le point d'arrivée qui orrespond au entre outil à la

�n du segment de trajetoire. La simulation onsiste à reproduire le mouvement de

l'outil en déterminant le volume de matière enlevé au brut par l'outil au ours d'une

trajetoire. La modélisation des volumes est don une étape importante de la simu-

lation. Pour haque nouvelle trajetoire, le volume de la pièe (le brut) et le volume

de l'outil sont omparés, et le volume du brut est modi�é. La simulation d'usinage

peut se résumer à une suession d'opérations booléennes régulières de di�érene

puisque les volumes suessifs balayés par l'outil sont soustraits au volume restant

du brut. Durant la simulation, une représentation graphique est a�hée.

Le volume balayé par l'outil sur une trajetoire élémentaire est l'union des sur-

faes balayées par l'outil sur la même trajetoire élémentaire, et ela sur la hauteur

de l'outil. Le volume balayé par l'outil peut aussi se déomposer omme l'union de

trois volumes : V

1

S

V

2

S

V

3

où V

1

représente le volume de l'outil dans sa position

�nale, V

2

représente le volume de l'outil dans sa position initiale, V

3

représente le

volume intermédiaire dé�ni par l'ensemble des positions de l'outil (hors volume de
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l'outil dans la position initiale et la position �nale de la trajetoire), e volume est

délimité par les surfaes balayées par les bords de l'outil.

balayées par
Une des surfaces 

les bords de l’outil

Surface balayée

Direction
de balayage

V

2V

V3

1

Volume balayé

Fig. 1.11 � Volume balayé

1.2.2 Les di�érentes méthodes possibles

Dans la littérature, plusieurs méthodes sont présentées dans le domaine de la

simulation d'usinage. Nous pouvons distinguer trois prinipales atégories : les mé-

thodes basées sur la modélisation permettant d'obtenir une représentation omplète

de la pièe, les méthodes d'aide à la véri�ation du programme d'usinage et les

méthodes basées sur la visualisation.

1.2.2.1 Les méthodes basées sur la modélisation

Elles ont été les premières méthodes utilisées dans la simulation d'usinage. Tout

d'abord, Sungurtekin et Voelker [21℄ se sont intéressés à l'utilisation du modèle

CSG pour la simulation des programmes d'usinage sur des mahines à ommande

numérique. La première étape onsiste à onstruire le volume balayé par l'outil à

l'aide d'opérations booléennes (di�érene, union, intersetion) sur des volumes pri-

mitifs tels que des ylindres, des sphères, des parallélépipèdes (voir �gure 1.12, 25).

Pour modéliser l'enlèvement suessif de matière, les volumes balayés sont soustraits

à la pièe brute par l'opération booléenne de di�érene. Un modèle géométrique est

onstruit sous forme d'un arbre CSG, où les noeuds sont les opérations booléennes

et les feuilles sont les volumes primitifs (�gure 1.13, page 26).

La représentation sous ette forme (arbre CSG) onserve l'historique de onstru-

tion ; une opération défaire peut avoir lieu. Cependant, la visualisation graphique
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Fig. 1.12 � Modélisation du volume balayé.

néessite d'autres algorithmes d'évaluation de l'arbre CSG, mais elle permet de vi-

sualiser le modèle sous n'importe quel point de vue.

Il existe d'autres méthodes qui font intervenir d'autres modélisations omme la re-

présentations par frontières [22℄ ou les Graftrees [23℄. Les Graftrees sont basées sur

les otrees, et les noeuds de l'otree sont des éléments onstruits en CSG.

Quoi qu'il en soit, les approhes basées sur la modélisation fournissent un modèle

géométrique exat et un temps d'exéution raisonnable si le nombre de trajetoires

que ompte le programme d'usinage est faible. Cependant, e temps s'aroît rapi-

dement ave la omplexité de la pièe à usiner. En e�et, pour haque trajetoire,

un alul préis entre le volume balayé de l'outil et le volume de plus en plus om-

plexe de la pièe doit être exéuté. Un usinage omplet peut omprendre plusieurs

dizaines de milliers de trajetoires. Ainsi, les intersetions à évaluer deviennent de

plus en plus nombreuses, e qui entraîne des aluls de plus en plus omplexes et un

temps d'exéution qui roît onsidérablement. En e�et, une simulation s'exéute en

un temps en O[n

4

℄, où n est le nombre de trajetoires du programme d'usinage.

Dans e as, les méthode basées sur la modélisation apparaissent trop lentes pour

pouvoir e�etuer dans l'atelier, une simulation sur des pièes omplexe

1

. Pour ré-

duire e temps d'exéution, il est néessaire de disposer aussi de méthodes basées

sur la visualisation.

1

Il nous parait signi�atif que les exemples fournis par les promoteurs de STEP NC ne portent

que sur des pièes prismatiques relativement simples
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Pièce brute courante

Volume balayé

Pièce brute mise à jour

Fig. 1.13 � Atualisation du modèle géométrique de la pièe brute.
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1.2.2.2 Les méthodes d'aide à la véri�ation

Une autre approhe de la simulation d'usinage introduite par Jerard [24℄ est

appelée intersetion des veteurs disrets (ou approhe lawn moving). Une première

étape de disrétisation transforme la surfae onçue initialement en une distribution

de points. A haque point est assoié un veteur normal ou tout autre veteur hoisi

arbitrairement. Un alul d'intersetions permet de déterminer la distane direte

(valeur de oupe) entre haque point de la surfae onçue initialement et les points

des surfaes balayées par l'outil en réduisant la taille des veteurs initiaux. Cette

approhe est destinée à la véri�ation du programme d'usinage en évaluant ainsi

l'erreur en haque point de la surfae. Toutefois, seul un a�hage graphique de

l'erreur d'usinage peut être envisagé.

1.2.2.3 Les méthodes basées sur la visualisation

Van Hook [12℄ a proposé en 1986 une nouvelle tehnique pour visualiser en temps

réel une simulation d'usinage. Il utilise un z-bu�er étendu pour dérire le brut sui-

vant une diretion de vue �xée, et un z-bu�er étendu pour l'outil. Cette méthode

basée sur la visualisation déompose le solide en une suession d'éléments de base

(les dexels), et ramène le temps d'exéution à O(n) [24℄. Le temps de simulation

roît don linéairement ave le nombre de mouvements d'outil. L'avantage de ette

méthode est sa rapidité d'exéution par rapport aux méthodes préédentes. La si-

mulation mise en plae par Van Hook avait un taux de mise à jour élevé (par rapport

aux méthodes existantes) de 10 opérations de oupe par seonde. Une opération de

oupe, qui orrespond aussi à un mouvement de l'outil, regroupe toutes les opéra-

tions booléennes régularisées néessaires pour soustraire dans une position donnée,

un outil omposé de 100� 100 pixels au brut. Van Hook pouvait ainsi visualiser un

enlèvement ontinu de matière et obtenir une simulation réaliste.

Ces méthodes dépendent du point de vue hoisi, mais elle sont plus rapides que

les méthodes utilisant une représentation omplète et ne néessitent pas de matériel

partiulier pour mener à bien les aluls d'intersetion de volume. Nous développe-

rons plus préisément la tehnique du z-bu�er étendu dans les hapitres suivants.
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Le z-bu�er étendu
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2.1 Présentation de la tehnique du z-bu�er étendu

2.1.1 Retour sur le z-bu�er

La méthode du z-bu�er est une méthode d'élimination des parties ahées d'un

modèle surfaique [25℄. L'image produite est représentée par une matrie de pixels,

appelée z-bu�er ou depth-bu�er. Pour haque pixel, la méthode gère un ouple de

valeurs (z; ) : une profondeur et une ouleur. La profondeur est la distane à l'oeil

de l'objet vu depuis e pixel.

Les profondeurs sont initialisées à la plus grande valeur possible, puis tous les objets

de la sène sont traités les uns après les autres dans un ordre quelonque. Pour

haque nouvel objet de la sène, la profondeur est alulée en haun des pixels de

l'objet. Si elle est inférieure à la profondeur atuelle en e pixel, alors la nouvelle

surfae est plus prohe de l'oeil que la surfae préédemment analysée : la profondeur

et la ouleur de la nouvelle surfae sont a�etées au pixel orrespondant du z-bu�er

(�gure 2.1, page 29 où le niveau de gris représente sa ouleur et la profondeur

orrespond au nombre assoié à haque pixel).

(0,0) (0,0)(0,0) (0,0)(0,0)(5,3)(5,3)(5,3)(5,3)(5,3)(5,3)

(0,0) (0,0)(0,0)(0,0) (0,0)(0,0)(5,3) (5,3) (5,3)(5,3)(5,3)(5,3)

(0,0) (0,0)(0,0)(0,0) (0,0) (0,0)(0,0)(0,0)(5,3)

(0,0)

(5,3)

couple (profondeur,couleur) associé à chaque pixel

(5,3)(5,3)

(0,0) (0,0)(0,0)(1,1) (1,1) (2,2)(2,2)(2,2)(2,2)(2,2)(2,2)

(2,2)(2,2)(2,2) (2,2) (2,2)(2,2)(5,3) (5,3)(0,0) (0,0) (0,0)(0,0)

(0,0) (0,0)(0,0)(0,0) (0,0)(0,0) (0,0) (0,0) (0,0)(2,2) (2,2)(2,2)

(0,0) (0,0)(0,0) (0,0)(0,0)(1,1) (2,2)(2,2) (2,2)(2,2)(2,2)(0,0)

(0,0) (0,0) (0,0)(2,2) (2,2) (2,2)(2,2) (2,2)(2,2)(2,2)(2,2) (0,0)

(0,0) (0,0)(0,0) (0,0)(2,2) (2,2)(2,2) (2,2)(5,3) (5,3)(5,3)(5,3)

(0,0)

Fig. 2.1 � Une image et son z-bu�er asssoié.

2.1.2 Modélisation d'un solide par la tehnique du z-bu�er

étendu

Le z-bu�er étendu est une représentation 3D qui permet d'approximer la repré-

sentation géométrique d'un solide omme un ensemble de parallélépipèdes retangles,

généralement appelés éléments en profondeur ou dexels (depth elements) opiés sur
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pixels (piture elements).

Van Hook [12℄ a été le premier à �xer un point de vue dans l'espae image et à utili-

ser un z-bu�er étendu pour la simulation. Dans ette méthode, on assoie à haque

pixel une liste ontenant des informations en profondeur sur l'objet à modéliser dans

une diretion donnée. Une liste ordonnée de dexels est ainsi assoiée à haque pixel

de l'éran (�gure 2.2, page 30).

Un proédé d'intersetion de rayons ave le solide est utilisé pour onvertir le solide

en une représentation par dexels. Des rayons parallèles sont lanés à partir des points

de la grille (éran) vers le solide. Le résultat de l'intersetion entre le solide et es

rayons issus de la grille donne un ensemble de segments qui permet alors de générer

un ensemble de dexels pour représenter l'objet. Géométriquement un dexel peut être

interprété omme un segment dans une diretion de vue donnée. Les dexels sont en

fait des segments dans le solide.

Z1

Z2

Z4

Z3

( xmax, ymax)

xmin ,ymin(
z

)

pixel

direction de vue

écran

 

dexel 1

dexel 2

y

x

Fig. 2.2 � Le z-bu�er étendu.

Un dexel représente un parallélépipède retangle aligné sur l'axe des Z, il orres-

pond ainsi à une partie du solide derrière un pixel et suivant une diretion donnée.
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Il ontient des informations de type spatial (valeurs en Z) et de type graphique

(ouleur) de l'objet à modéliser. La struture d'un dexel est onstruite suivant la

méthode du z-bu�er, à l'exeption près que la valeur en Z la plus prohe omme la

valeur en Z la plus éloignée sont mémorisées dans haque dexel.

Soit une fenêtre graphique de taille dé�nie par ses pixels extrêmes (x

min

; y

min

) et

(x

max

; y

max

). Un dexel est dé�ni de la manière suivante :

dexel(x; y; z

min

; z

max

; 

min

; 

max

; S) où

� x et y sont des entiers qui déterminent la position du pixel (x 2 [x

min

; x

max

℄

et y 2 [y

min

; y

max

℄).

� z

min

et z

max

sont les valeurs en Z minimale et maximale du dexel. Ces valeurs

sont aussi appelées NearZ (pour la plus prohe valeur en profondeur) et FarZ

(pour la plus lointaine valeur en profondeur).

� 

min

et 

max

orrespondent aux ouleurs du dexel respetivement en z

min

et

z

max

.

� (x; y; z

min

) et (x; y; z

max

) sont les extrémités d'un segment dans le solide S.

Une liste ordonnée de dexels est ensuite assoiée à haque pixel. Comme les dexels

sont tous distints et ne se superposent pas, ette liste orrespond à un ensemble

ordonné de dexels disjoints. On note ListeDexel(x; y; S) la liste dans le solide S

assoiée au pixel de oordonnées (x; y).

ListeDexel(x; y; S) = [dexel(x; y; z

min

0

; z

max

0

; 

min

0

; 

max

0

; S);

. . .

dexel(x; y; z

min

i

; z

max

i

; 

min

i

; 

max

i

; S);

dexel(x; y; z

min

i+1

; z

max

i+1

; 

min

i+1

; 

max

i+1

; S);

. . .

dexel(x; y; z

min

n

; z

max

n

; 

min

n

; 

max

n

; S)℄

où

� dexel(x; y; z

min

i

; z

max

i

; 

min

i

; 

max

i

; S) représente le ième dexel de la liste.

� z

max

i�1

< z

min

i

< z

max

i

< z

min

i+1

� 0 � i � n� 1

� n+ 1 est le nombre de dexels de la liste du solide S.

Une représentation sous forme de dexels pour un solide S est une olletion de

listes de dexels onstruites pour une diretion de vue �xée, elle est notée de la

manière suivante :

D(S) = [d : d = ListeDexel(x; y; S),

pour tout x 2 [x

min

; x

max

℄ et tout y 2 [y

min

; y

max

℄℄
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min

X

Y

Z
wx

wy

Ix

Iy

zmax

z

Fig. 2.3 � Un dexel du z-bu�er étendu.

Le lieu des dexels est dé�ni par une grille à deux dimensions dans le plan (x; y).

Chaque point de la grille est repéré par une paire d'entiers (I

x

; I

y

). Les points sont

uniformément répartis sur la grille selon l'axe des X et l'axe des Y , et sont régulière-

ment espaés par les distanes w

x

et w

y

. Les oordonnées des points sur la grille sont

(I

x

�w

x

,I

y

�w

y

). Pour simpli�er les opérations, on onsidère que w

x

= w

y

= w = P

eh

qui orrespond au pas d'éhantillonnage.

Chaque dexel est représenté par un solide retangle loalisé autour d'un point de la

grille et s'étendant le long de l'axe des Z (�gure 2.3, page 32). Les dimensions X

et Y de haque dexel sont ainsi �xées et la longueur du dexel dépend d'une paire

de valeurs en Z (NearZ et FarZ) qui représente la plus prohe et la plus lointaine

valeur en Z.

La résolution de la struture dexel dépend de la résolution de l'éran. La préision

de la représentation de n'importe quel objet est déterminée par la taille w du dexel

et par l'orientation de la diretion de vue, e qui fait de ette méthode une méthode

approximative.

L'ensemble de es dexels fournit alors assez d'informations pour a�her l'objet dans

une diretion donnée. En e�et, une image de l'objet est obtenue si on a�he à l'éran

la ouleur orrespondant au Z

max

(ou FarZ) du dernier dexel (�gure 2.2, page 30).

Il est évident que e dexel ahe tous les autres dexels pour la diretion donnée,

néanmoins, les informations stokées dans les autres dexels sont essentielles pour

modéliser l'objet.
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2.1.3 Combinaison de deux solides

Nous avons vu préédemment que la représentation 3D d'un objet par la méthode

du z-bu�er étendu est omposée de listes de dexels assoiées à haque pixel de l'éran.

Ainsi, l'appliation d'une opération booléenne régularisée (obr) entre deux solides

A et B utilisant ette représentation revient à e�etuer des opérations booléennes

régularisées sur haune des listes des dexels des objets A et B (�gure 2.4, page 33) :

D(A) obr D(B) = [d : d = ListeDexel(x; y; A) obr ListeDexel(x; y; B),

pour tout x 2 [x

min

; x

max

℄ et tout y 2 [y

min

; y

max

℄℄

A A-B

X

Y

Z B

Fig. 2.4 � Combinaison de deux solides dans le plan (X,Z)

Comme l'opération booléenne régularisée est e�etuée sur une liste de dexels

assoiée à un même pixel, x et y sont invariants au ours de ette opération. Les

seules variables suseptibles d'être modi�ées sont les Z

min

i

et Z

max

i

de haque dexel.

La tehnique du z-bu�er étendu simpli�e l'utilisation des opérations booléennes ré-

gularisées en ramenant les opérations booléennes régularisées entre dexels dans un

espae eulidien à trois dimensions (E

3

) à des opérations booléennes régularisées sur

des intervalles dans un espae eulidien à une dimension (E

1

).

Une opération booléenne entre deux listes de dexels peut se déomposer en deux

étapes. Premièrement, les nouveaux dexels sont obtenus à partir d'une opération

booléenne entre deux dexels, un de haque liste. Puis, une nouvelle liste de dexels

est onstruite ave les nouveaux dexels (il faut préalablement s'assurer que les dexels

de la nouvelle liste sont bien tous disjoints). En pratique es deux étapes se font

simultanément puisque nous utilisons l'ordre naturel des dexels dans les listes.

2.1.3.1 Opérations booléeennes entre deux dexels

Soit une opération booléenne entre deux dexels a et b. Le dexel a est un élément

d'une liste de dexels assoiée à un objet A et le dexel b est un élément d'une liste
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dexel aa b dexel b
Z

(a - b)

min Zmax

a

a

a

a

a

a

a

a

a

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Cas 1.1

Cas 1.3

Cas 1 : Union de deux dexels

Cas 2 : Intersection de deux dexels 

Cas 2.1

Cas 2.2

Cas 3 : Différence de deux dexels

Cas 3.1

Cas 3.2

Cas 3.3

Cas 3.4

Cas 1.2

min maxZ Zb ba a

dexel r (résultat)

r

r

r

r

r

r r

rr1 2

1 2

r

Fig. 2.5 � Di�érentes opérations booléennes entre deux dexels.

de dexels assoiée à un objet B. Notons les valeurs minimale et maximale en Z de

haque dexel par Z

min

et Z

max

[26℄.

Pour une opération booléenne régularisée de type union (as 1 de la �gure 2.5,

page 34), la valeur Z

min

du nouveau dexel orrespond à la valeur minimale des Z

min

de a et de b. La valeur Z

max

du nouveau dexel orrespond à la valeur maximale des

Z

max

de a et de b.

Pour une opération booléenne régularisée de type intersetion (as 2 de la

�gure 2.5, page 34), seule la partie ommune entre les deux dexels est onservée. La

valeur Z

min

du nouveau dexel orrespond à la valeur maximale des Z

min

de a et de

b. La valeur Z

max

du nouveau dexel orrespond à la valeur minimale des Z

max

de a

et de b.

Pour une opération booléenne régularisée de type di�érene entre deux dexels

(as 3 de la �gure 2.5, page 34), auun, un ou deux dexels peuvent être réés, suivant

le positionnement relatif des dexels omparés. La troisième partie de la �gure 2.5
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montre les quatre as possibles qui apparaissent lors de la di�érene entre deux

dexels a et b, le dexel b est soustrait au dexel a.

� Le as 3.1 de la �gure 2.5 représente la rédution du dexel a par l'arrière, 'est

à dire la modi�ation de son Z

max

. Ainsi, si Z

min

a

< Z

min

b

et Z

max

a

< Z

max

b

,

les valeurs minimale et maximale du nouveau dexel sont alors :

Z

min

= Z

min

a

Z

max

= min(Z

max

a

; Z

min

b

)

� Le as 3.2 de la �gure 2.5 représente la rédution du dexel a par l'avant, 'est

à dire la modi�ation de son Z

min

. Ainsi, si Z

min

a

> Z

min

b

et Z

max

b

< Z

max

a

,

les valeurs minimale et maximale du nouveau dexel sont alors :

Z

min

= max(Z

min

a

; Z

max

b

)

Z

max

= Z

max

a

� Le as 3.3 de la �gure 2.5 entraîne l'apparition d'un nouveau dexel à partir

du dexel a. Ainsi, si Z

min

a

< Z

min

b

< Z

max

b

< Z

max

a

, deux dexels r

1

et r

2

résultent de la di�érene entre le dexel a et le dexel b. Les valeurs minimale et

maximale de es nouveaux dexels sont :

Z

min

1

= Z

min

a

Z

max

1

= Z

min

b

Z

min

2

= Z

max

b

Z

max

2

= Z

max

a

� Le as 3.4 de la �gure 2.5 représente la suppression d'un dexel. Ainsi, si Z

min

b

<

Z

min

a

< Z

max

a

< Z

max

b

, alors un dexel vide est obtenu lorsque le dexel b est

soustrait au dexel a.

Grâe à l'utilisation d'opérations booléennes régularisées, un dexel dont les valeurs

minimale et maximale (Z

min

= Z

max

) sont égales, est onsidéré omme un dexel nul.

Il est alors immédiatement supprimé de la liste de dexels.

2.1.3.2 Opérations booléeennes entre une liste de dexels : Mise à jour

de la liste

Le paragraphe préédent s'intéresse aux opérations booléennes entre deux dexels

à x et y onstants. Dans une opération booléenne entre deux objets, les listes des

deux objets sont omparées et modi�ées a�n d'obtenir de nouvelles listes représen-

tant le nouvel objet. Soient deux listes de dexels, une provenant d'un objet A, l'autre

provenant d'un objet B. Un dexel de l'objet A (dexel a) est extrait de la liste, il

devient le dexel ourant, et il est mis à jour en le omparant un à un ave les dexels

de l'objet B. Deux as peuvent apparaître :

� as où les dexels se superposent

Lorsque les valeurs minimale et maximale de deux dexels se superposent alors
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un, deux ou auun dexel est généré selon le as envisagé (as 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 de

la �gure 2.5, page 34). Si un dexel est réé, alors il devient le dexel ourant. Si

deux dexels sont réés, le premier dexel (dexel r

1

de la �gure 2.5, page 34) est

intégré à la liste et le seond dexel (dexel r

2

de la �gure 2.5, page 34) devient

le dexel ourant. Dans les deux as, le dexel suivant de la liste orrespondant

à l'objet B est extrait et une proédure de omparaison entre e dexel et le

dexel ourant est réengagée. Si auun dexel n'est généré, un dexel suivant est

extrait de l'objet B est extrait et la proédure est également répétée.

� as où les dexels ne se superposent pas

Lorsque les valeurs minimale et maximale de deux dexels ne se superposent

pas alors deux as sont possibles : soit le dexel b est devant le dexel ourant

a soit le dexel b est derrière le dexel ourant a. Dans les deux as préédents,

le dexel b n'entraîne auune modi�ation pour les opérations booléennes de

di�érene ou d'intersetion. Par ontre, dans une opération booléenne d'union

entre le dexel a et le dexel b, le dexel b est ajouté à la liste de dexels, un dexel

b suivant est extrait et la proédure est répétée.

2.2 Présentation de la tehnique du z-bu�er étendu

dans le adre de la simulation d'usinage

2.2.1 Le z-bu�er étendu et la simulation d'usinage

Van Hook a mis au point une méthode qui permet de visualiser l'usinage d'un

solide par un outil tout au long de sa trajetoire. Cette visualisation se fait dans

l'espae image en utilisant des opérateurs booléens réguliers de di�érene.

La simulation d'usinage onsiste à modéliser un brut, puis à visualiser l'évolution

de e solide. Grâe à la méthode de Van Hook, la pièe est modélisée et visualisée

diretement tout au long de la simulation d'usinage.

Dans la tehnique du z-bu�er étendu, le veteur en profondeur du système de oor-

données des dexels (axe des Z) est aligné ave le veteur de vue. La représentation

3D d'un solide sous forme de dexels peut être diretement a�hée puisque la ouleur

de la fae lointaine (Z

max

ou FarZ) du dernier dexel de haque liste orrespond à la

ouleur visible pour le pixel assoiée à ette liste (�gure 2.2, page 30). Si auun dexel

n'est présent dans la liste, une ouleur par défaut (la ouleur du fond) est a�hée.

Dans la simulation d'usinage, seule la ouleur des faes lointaines des dexels joue

un r�le dans la visualisation du modèle, nous dé�nissons un dexel du solide S de la

simulation de la manière suivante :
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dexel(x; y;NearZ; FarZ; C; S)

où

� x et y sont des entiers qui déterminent la position du pixel dans la fenêtre

graphique de taille dé�nie par ses pixels extrêmes (x

min

; y

min

) et (x

max

; y

max

).

� NearZ et FarZ sont les valeurs en Z minimale et maximale du dexel. La

matière à l'intérieur du solide est alors bornée par le NearZ et par le FarZ.

� C orrespond à la ouleur du dexel. Cette ouleur orrespond à la fae FarZ

du dexel.

Comme les dexels sont alignés ave le veteur de vue, seules les vues de fae et

de derrière du modèle peuvent être a�hées. Pour a�her un objet basé sur une

représentation 3D par dexels dans d'autres diretions que la diretion de vue ave

la méthode de Van Hook, il faut reonstruire entièrement la représentation dans la

diretion de vue souhaitée, e qui entraîne des limites quant à l'utilisation de ette

tehnique. Nous reviendrons sur es limites dans les paragraphes suivants.

Du point de vue algorithmique, un dexel est un enregistrement qui ontient des

X

NearZ

FarZ

P
o
in

t e

Z

Y

Couleur

Pointeur

FarZ

NearZ

FarZ
NearZ

NearZ

FarZ

Nu
l l

N
llu

ru

Zfond

Couleur
du fond

Fig. 2.6 � Struture de donnée du z-bu�er étendu.

informations sur sa plus prohe valeur en Z (NearZ), sa plus lointaine valeur en

Z (FarZ), sa ouleur et un lien sur le dexel suivant que nous représenterons sur la

�gure 2.6 de la page 37 omme un élément d'une liste haînée. La omparaison de

deux z-bu�ers étendus se traduit don par des opérations sur des listes ordonnées.
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2.2.2 Modélisation du brut et de l'outil

En simulation d'usinage, seul le volume géométrique de l'outil ou le volume

balayé par l'outil est soustrait au brut. Dans la tehnique du z-bu�er étendu, l'outil

est représenté par son volume déomposé en dexels. Le brut est également représenté

par un z-bu�er étendu, e qui permet de omparer pour haque position de l'outil,

les dexels de l'outil aux dexels du brut. Nous travaillons don sur la struture de

données du z-bu�er étendu du brut ar nous onsidérons que seul l'outil enlève

de la matière au brut. L'opération booléenne utilisée pour omparer es deux z-

bu�ers étendus est une opération booléenne régularisée de di�érene. Le z-bu�er

étendu s'exéute don en O(n) où n est le nombre de positions de l'outil puisque la

tehnique du z-bu�er étendu nous permet de ramener les opérations booléennes de

di�érene dans un espae à 3 dimensions à des intersetions d'intervalles dans un

espae eulidien à une dimension (E

1

) [24℄.

2.2.3 Opération booléenne de di�érene entre deux dexels.

L'usinage est équivalent à une opération booléenne régularisée de di�érene entre

les dexels de l'outil et les dexels du brut. L'opération de oupe est simpli�ée en

omparant les valeurs maximales et minimales des deux dexels. La �gure 2.7, page 2.7

répertorie les 5 as qui peuvent apparaître lors de la di�érene de deux dexels :

� as 1 : le dexel de l'outil emporte la partie avant du dexel de la pièe.

� as 2 : le dexel de l'outil emporte la partie arrière du dexel de la pièe.

� as 3 : le dexel de l'outil oupe le dexel de la pièe en deux parties.

� as 4 : le dexel de l'outil supprime omplètement le dexel de la pièe.

� as 5 : le dexel de l'outil ne reouvre pas le dexel de la pièe. Auune interse-

tion n'est possible, le dexel de la pièe n'est pas modi�é.

2.2.4 A propos de l'outil

2.2.4.1 Dép�t de la ouleur de l'outil

Dans la simulation d'usinage, le brut est onsidéré omme un solide positif alors

que l'outil est onsidéré omme un solide négatif, puisque l'outil est soustrait au

brut. La di�érene entre la struture du brut et de l'outil tient dans la ouleur du

dexel. Pour le brut, la ouleur du dexel est elle de la surfae la plus prohe de l'oeil

de l'utilisateur (fae FarZ d'après la �gure 2.6, page 37, tandis que pour l'outil, la

ouleur mémorisée sera elle de la surfae la plus lointaine de l'oeil de l'utilisateur

(fae NearZ des dexels de l'outil) puisque lorsque l'outil est soustrait au brut, la

surfae la plus lointaine de l'outil (par rapport à l'utilisateur) devient la surfae du
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Modification du dexel brut (avant) Modification du dexel brut (arrière)
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Création d’un dexel Suppression d’un dexel

Cas 3 : Cas 4 :

Fig. 2.7 � Opération booléenne régularisée de di�érene entre un dexel du brut et

un dexel de l'outil.

brut la plus prohe (par rapport à l'utilisateur) et don l'outil dépose la ouleur de

sa plus lointaine fae (fae NearZ) sur le brut.

2.2.4.2 Problème dû à la disrétisation de l'outil

Dans la tehnique du z-bu�er étendu appliquée à la simulation d'usinage, l'outil

doit être éhantillonné pour être déomposé en dexels. A haque position élémentaire

de l'outil, les dexels du brut sont omparés aux dexels de l'outil. La �gure 2.8, page 40

montre omment dans le plan (X,Z) l'outil, initialement assimilé à un erle, est

éhantillonné. En fontion du pas d'éhantillonnage, le ontour de l'outil devient

plus ou moins grossier dans le plan (X,Z). Cette perte d'information sur les ontours

de l'outil se traduira par une perte d'information dans la simulation d'usinage, plus

le pas d'éhantillonnage est petit et plus la perte d'information est minime.

Le hoix du pas d'éhantillonnage P

eh

, qui détermine la taille de la fae de haque

dexel, in�ue diretement sur la préision de la représentation. Comme le montre la

�gure 2.9 de la page 40, le pas d'éhantillonnage peut être alulé à partir du rayon
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X

Z

X

Z

Echantillonnage de l’outil en X

Z

X

(apparition des dexels de l’outil)
Représentation de l’outil Echantillonnage de l’outil en X et en Z

Fig. 2.8 � Disrétisation de l'outil

R de l'outil et d'une tolérane d'erreur E �xée par l'utilisateur :

P

eh

= 2� R� 2

p

R

2

� E

2

A partir de ette équation, il est possible de aluler P

eh

a�n de visualiser au mieux

l'outil dans l'espae image. Le rapport

E

R

aratérise la préision relative de l'outil

dans la représentation [27℄.

R

E

Pech

direction de vue

Fig. 2.9 � Calul du pas d'éhantillonnage à partir du rayon de l'outil
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Z
Z

X

X

Fig. 2.10 � Segment de droite et erle par l'algorithme de Bresenham

2.2.5 A propos des trajetoires de l'outil

2.2.5.1 Mise en plae des trajetoires de l'outil

La simulation onsiste à suivre le mouvement de l'outil en déterminant le vo-

lume de matière enlevé au brut par l'outil au ours d'une trajetoire. Pour obtenir

une simulation réaliste, nous avons hoisi un enlèvement ontinu de matière. Nous

devons disrétiser la trajetoire en positions élémentaires qui représentent les di�é-

rentes positions du entre de l'outil.

Les di�érentes étapes de la simulation d'usinage sont dé�nies par les positions élé-

mentaires suessives de l'outil.

Les positions élémentaires sont obtenues à partir d'une généralisation de l'algo-

rithme de Bresenham dans un espae en 3D (3D DDA Digital Di�erential Analy-

ser) [28℄(�gure 2.10, page 41). Ces positions seront d'autant plus nombreuses que la

résolution hoisie sera grande.

2.2.5.2 Problème dû à la disrétisation des trajetoires de l'outil

direction de vue

XA

BZB

A

Fig. 2.11 � Disrétisation d'une trajetoire dans la diretion de vue
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La disrétisation d'une trajetoire outil en positions élémentaires par l'algorithme

de Bresenham peut entraîner des impréisions dans la représentation de l'usinage,

notamment si la trajetoire de l'outil est parallèle à la diretion de vue omme sur

la �gure 2.11 de la page 41.

2.3 Améliorations et variantes du z-bu�er étendu

� Améliorations du z-bu�er étendu :

Le z-bu�er étendu permet d'a�her un solide dans une orientation donnée

pour un point de vue �xé. A la �n de la simulation, le point de vue reste

�xe et la pièe ne peut pas être visualisée dans une autre orientation. Si nous

désirons hanger de point de vue, il faut réexéuter une nouvelle simulation.

En 1994, Huang et Oliver [29℄ ont proposé une extension de la tehnique du

z-bu�er étendu de Van Hook pour pallier e problème. Pour éviter que la

onstrution de la pièe sous forme de dexels ne soit limitée qu'à une seule

diretion de vue, ils ont développé une méthode d'a�hage de ontours et ont

introduit un système de oordonnées propre au dexel et indépendant du point

de vue. Ainsi, l'ensemble des dexels est onverti en un ensemble de ontours

linéaires, qui peuvent être visualisés depuis n'importe quel point de vue. Une

estimation de l'erreur de la tehnique du z-bu�er étendu de Van Hook est alors

envisageable.

En 1994, Hui [26℄ a développé une méthode pour aélerer la simulation en

alulant diretement les volumes balayés dans l'espae image.

� Variantes du z-bu�er étendu :

En 1991, Saito et Takahashi [30℄ ont proposé une variante de la tehnique du

z-bu�er étendu : la tehnique du G-bu�er (ou bu�er géométrique) également

utilisé pour la simulation d'usinage. Le G-bu�er ontient des informations sur

la profondeur omme pour le z-bu�er étendu, mais aussi sur le veteur normal

à la primitive géométrique au point d'intersetion, e qui permet d'appliquer

à la sène (pièe) des tehniques de rendu réaliste (omme l'ombre, la tex-

ture. . .) Le G-bu�er a longtemps été utilisé pour un usinage en 3 axes, grâe

à Chiou et Lee il peut maintenant être utilisé indiretement pour un usinage

en 5 axes [31℄.

En 1997, Glaeser et Gröller [32℄ ont utilisé des tehniques de géométrie di�é-

rentielle pour générer le volume balayé par l'outil en mouvement. Les aluls

d'intersetions ont été réalisés dans une struture de données appelée �-bu�er.

En 1995, Menon a proposé une variante du z-bu�er étendu, appelée Ray-
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Representation (ray-reps) [33, 34℄. Une ray-rep n'est autre qu'une méthode

plus générale pour représenter un solide. Dans le proédé du laner de rayon

Fig. 2.12 � Ray Representation

(ray-asting) [16℄, les rayons sont lanés à travers des solides et le passage de

la lumière au travers de et objet est étudié. Dans une ray-rep, une grille de

rayons parallèles est lanée au travers d'un solide. L'intersetion entre un rayon

et l'objet solide en 3 dimensions peut être nulle, ou orrespondre à un ou plu-

sieurs segments. Ces segments sont alors délimités par les points d'entrée et de

sortie du rayon dans l'objet. Ces segments y ompris leurs extrémités onsti-

tuent la Ray Representation qui est représentée sur la �gure 2.12, page 43. A

partir de ette représentation, toutes les opérations booléennes peuvent être

alulées en e�etuant un alul parallèle à l'aide d'un rayasting engine. La

ray-rep n'est vraiment e�ae que si un alul parallèle est implémenté. Il est

important de remarquer que la Ray Representation est, dans un premier temps,

une méthode de modélisation d'un solide, pour visualiser ette modélisation,

il faut dans un seond temps, utiliser des tehniques d'a�hage. La méthode

du z-bu�er étendu permet quant à elle de modéliser et de visualiser un solide

dans le même temps. C'est pour ette raison que la Ray Representation ne

onvient pas pour notre appliation. Cependant, il est intéressant de remar-

quer que ette méthode trouve d'autres appliations, notamment en biologie

moléulaire pour déterminer par exemple l'espae vide entre les atomes [35℄.
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Par le biais de la simulation, l'opérateur souhaite déouvrir le parours de l'outil

et les défauts éventuels qui pourraient survenir lors d'un usinage réel, il veut don

savoir où, quand et omment es défauts apparaissent, pour pouvoir mesurer leur im-

pat et trouver des solutions. Pour ela, il est souhaitable de réaliser une simulation

interative où l'opérateur visualise non seulement la pièe dans son état �nal, mais

aussi les di�érentes phases de l'usinage. Pour suivre l'évolution du brut et visualiser

un moment préis de l'usinage, deux possibilités s'o�rent à nous. La première solu-

tion onsiste à réexéuter la simulation du début jusqu'au moment souhaité, e qui

est assez oûteux en temps. La seonde solution onsiste à reoller de la matière à

l'aide de opeaux virtuels onservés en mémoire au ours de la simulation.

La méthode du z-bu�er étendu de Van Hook telle qu'elle a été dé�nie préédem-

ment ne possède pas de mémoire et ne peut don pas revenir à un moment préis de

la simulation. Dans un premier temps, seule la première solution est envisageable,

puisque la méthode du z-bu�er étendu modélise et a�he haque étape de la si-

mulation, mais ne garde auune trae de l'historique de ette simulation. En e�et,

lorsqu'un dexel est supprimé du z-bu�er étendu, ette suppression est dé�nitive et

les informations ontenues dans e dexel ne sont plus désormais aessibles en mé-

moire. De même lorsqu'un dexel est modi�é, son hamp NearZ ou FarZ est modi�é,

mais l'anienne valeur n'est plus diretement aessible. Un retour en arrière dans la

simulation paraît di�ile à mettre en oeuvre, puisque dans es onditions ertaines

données devront être realulées, et ei sera oûteux en temps.

Cependant, pour visualiser rapidement un moment préis de la simulation, nous

nous sommes intéressés à la seonde solution qui onsiste à onserver en mémoire

les di�érentes phases de l'usinage. Pour ela, il a été néessaire de dé�nir de nouvelles

fontionnalités au z-bu�er étendu que nous avons appelées traes et qui permettent

de sauvegarder au ours de la simulation des données essentielles, pour rejouer en-

suite une sène quelonque de ette simulation [13℄.

3.1 Vers une animation pour la tehnique du z-bu�er

étendu

3.1.1 Liste de dexels d'un solide S dans une position statique

Dans le hapitre préédent, nous avons dé�ni un dexel d'un solide S de la manière

suivante :

dexel(x; y;NearZ; FarZ; C; S)
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Un dexel ainsi dé�ni permet de représenter le solide S en position statique. Pour

représenter la liste de dexels assoiées au pixel de oordonnées (x; y) de laquelle

est extraite le dexel i-dessus, nous utilisons une représentation réduite du dexel.

En e�et, à partir du moment où nous avons désigné une liste déterminée de dexels,

les oordonnées x et y sont identiques pour tous les dexels de ette liste, nous

hoisissons de ne pas les faire apparaître dans la notation réduite du dexel, ar elles

seront stokées impliitement dans un tableau :

dexel_réduit(NearZ; FarZ; C)

La liste ordonnée de dexels du solide S en position statique assoiée au pixel de

oordonnées (x; y) est dé�nie de la manière suivante :

ListeDexel(x; y; S)= [dexel_réduit(NearZ

0

; FarZ

0

; C

0

),

. . .

dexel_réduit(NearZ

j

; FarZ

j

; C

j

),

dexel_réduit(NearZ

j+1

; FarZ

j+1

; C

j+1

),

. . .

dexel_réduit(NearZ

n

; FarZ

n

; C

n

)℄

où

� dexel_réduit(NearZ

j

; FarZ

j

; C

j

) représente le (j + 1)ème dexel de la liste.

� NearZ

j

< FarZ

j

< NearZ

j+1

< FarZ

j+1

D'autre part, pour une position statique du solide, le dexel réduit peut aussi être

représenté par le ouple de ses deux points extrêmes (P

k

,P

k+1

), de oordonnées en Z

respetives NearZ et FarZ et ayant tous deux omme attribut ommun la ouleur

C du dexel (�gure 3.1, page 47).

dexel_réduit(NearZ; FarZ; C)=(P

2j

(NearZ; C),P

2j+1

(FarZ; C) )

La liste ordonnée des dexels du solide S en position statique assoiée au pixel de

oordonnées (x; y) peut aussi être modélisée par une suite de points (�gure 3.1,

page 47) tels que :

ListeDexel(x; y; S)= [P

0

(NearZ

0

; C

0

),P

1

(FarZ

0

; C

0

),

. . .

P

2j

(NearZ

j

; C

j

),P

2j+1

(FarZ

j

; C

j

),

P

2j+2

(NearZ

j+1

; C

j+1

),P

2j+3

(FarZ

j+1

; C

j+1

),

. . .

P

2n

(NearZ

n

; C

n

),P

2n+1

(FarZ

n

; C

n

)℄

où P

2j

(NearZ

j

; C) et P

2j+1

(FarZ

j

; C) sont les points extrêmes du (j+1)ème dexel.
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Fig. 3.1 � Un dexel et une liste de dexels assoiée à un pixel de oordonnées (x,y)

3.1.2 Evolution d'une liste de dexels d'un solide S au ours

d'une simulation

En 1997, Dubreuil et Lienhardt [36℄ proposent �de ne plus onsidérer l'animation

omme étant l'appliation d'un mouvement ou d'une déformation sur un objet tridi-

mensionnel (3D), mais [diretement℄ omme un objet 4D�. Pour ela, ils introduisent

une dimension temporelle qu'ils onsidèrent à l'égal des dimensions spatiales. Dans

le as du z-bu�er étendu, l'objet 3D est réduit au préalable à un objet 1D, mais il est

intéressant de onserver e prinipe et d'introduire au moins une nouvelle dimension

temporelle pour modéliser l'animation.

Dans la �gure 3.2 de la page 49, nous avons représenté un exemple de séquene

d'usinage depuis son étape initiale 0 jusqu'à son étape �nale 7. Pour haque étape de

la séquene, un dexel de l'outil est soustrait au(x) dexel(s) du brut. Nous visualisons

don l'évolution d'une liste de dexels du brut assoié à un pixel partiulier de l'éran

(x et y sont �xes au ours de la séquene d'usinage). Pour des questions de lisibilité,

nous avons représenté dans la olonne de gauhe, l'outil en dessous du brut. En

représentant ette séquene d'usinage étape par étape, nous avons réalisé une oupe

de l'objet spatio-temporel (la liste de dexels dans le temps) et nous pouvons ainsi

visualiser l'animation subie par la liste de dexels. Cette liste de dexels devient une

liste dynamique qui évolue au ours du temps et qui peut être dé�nie à partir de



LES TRACES : DE NOUVELLES FONCTIONNALITÉS 48

la liste de dexels statique préédemment dé�nie à laquelle on assoie une variable

temps qui représente les di�érentes étapes de la simulation.

Ainsi, nous pouvons représenter la séquene d'usinage ('est à dire la liste de dexels

dynamique) omme le produit artésien d'un ensemble D

1

�ni ayant omme unique

élément la liste statique de dexels et d'un ensemble D

2

�ni ayant omme éléments

les di�érentes étapes d'usinage

1

:

ListeDexelsDynamique(x; y; S) = SequeneUsinage(x; y; S) = D

1

�D

2

Par exemple, la liste suivante orrespond à la liste dynamique de dexels de la

séquene d'usinage de la �gure 3.2 de la page 49 :

ListeDexelsDynamique(x; y; S)= < (ListeDexelsStatique(x; y; S), 0),

ou SequeneUsinage(x; y; S) (ListeDexelsStatique(x; y; S), 1),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 2),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 3),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 4),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 5),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 6),

(ListeDexelsStatique(x; y; S), 7) >

L'objet de base sur lequel nous travaillons est le dexel. Il faut don réperuter les

modi�ations subies par la liste de dexels au ours de la simulation, sur la struture

même des dexels. Nous avons don repris dans la seonde partie de la �gure 3.2 de

la page 49, l'évolution de la séquene d'usinage en ne représentant que les points

extrêmes des dexels. Au ours de la simulation de l'étape 0 à l'étape 7, de nouveaux

dexels apparaissent, d'autres évoluent (ils sont rabotés par l'avant, par l'arrière)

ou sont même supprimés. Les di�érentes opérations possibles pour modi�er la liste

de dexels sont reprises en détail dans la �gure 3.3 de la page 50. Cela se traduit

1

Un domaine dans un modèle de données est dé�ni omme l'ensemble homogène des valeurs qui

peuvent être prises par une propriété d'un objet. Par exemple, dans notre appliation, le domaine

des entiers de 0 à 32 767 onstitue l'ensemble des valeurs qui peuvent être prises par la oordonnée

NearZ (propriété) d'un dexel (objet onsidéré dans l'exemple).

Le produit artésien de deux domaines D

1

et D

2

est l'ensemble des ouples < v

1

; v

2

> tels que

v

1

appartienne à D

1

et v

2

appartienne à D

2

. Soit par exemple, les domaines D

1

= fNearZ; FarZg

et D

2

= fC

1

; C

2

; C

3

g, le produit artésien D

1

�D

2

= f< NearZ;C

1

>; < NearZ;C

2

>;

< NearZ;C

3

>; < FarZ;C

1

>; < FarZ;C

2

>; < FarZ;C

3

>g

Le produit artésien de n domaines D

i

est l'ensemble des n-uplets ou tuples d'ordre n

< v

1

; v

2

; :::; v

n

> tels que, v

i

2 D

i

pour 1 � i � n
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Fig. 3.2 � L'animation de la simulation au travers d'une séquene d'usinage

dans la liste de dexels par la réation ou la disparition de points. Lorsqu'un point

disparaît de la simulation, il est barré par une roix sur la �gure préédente. Il

est don néessaire d'introduire deux nouvelles dimensions temporelles pour dater

es modi�ations. Ces nouvelles données mémorisent l'instant de réation (t

rea

) et

l'instant de disparition (t

disp

) d'un point de la liste.

Chaque élément de la liste est maintenant aratérisé par trois oordonnées qui

permettent de déterminer l'évolution de et élément (et par onséquent du dexel

assoié) dans la simulation : une oordonnée en Z, et deux oordonnées temporelles

(t

rea

et t

disp

). Pour haque élément de la liste, il faut également ajouter la ouleur

aux dimensions préédentes. Nous avons don transformé une liste dynamique de
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Fig. 3.3 � Modi�ation de la liste de dexels en fontion de l'opération e�etuée

dexels en une liste d'éléments omposés de quatre oordonnées (z; t

rea

; t

disp

; ), dont

les deux oordonnées temporelles sont à l'origine de l'animation. Chaque élément

est unique. L'ensemble des éléments de la liste peut être représenté par un sous-

ensemble du produit artésien suivant : Z � C � T � T

où

� Z est le domaine des oordonnées en z.

� C est le domaine des ouleurs.

� T est le domaine des étapes de la simulation.

Nous parlons de sous-ensemble du produit artésien, puisque pour une simulation

t

rea

< t

disp

.

Les éléments de e produit artésien seront désormais les éléments de base des

traes. Nous allons voir dans les paragraphes suivants quelles oordonnées utiliser

et mettre à jour pour réer des traes qui permettent d'obtenir de manière plus ou

moins omplète un moment préis de la simulation.
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3.2 Amélioration de la tehnique du z-bu�er étendu

par les traes

Ainsi, nous dé�nissons de nouvelles fontionnalités pour le z-bu�er, les traes qui

mémorisent l'historique du z-bu�er étendu au ours de la simulation. La trae om-

plète (trae en Z ou z-trae) et la trae en temps (t-trae) permettent de reonstruire

le modèle géométrique du z-bu�er étendu à un moment quelonque de la simulation

et/ou d'a�her une vue de e modèle géométrique à l'éran. La z-trae et la t-trae

sont indépendantes. Elles sont onstruites pendant le simulation, et mémorisent au

fur et à mesure l'évolution du z-bu�er étendu.

3.2.1 Trae en Z ou trae omplète

Pour une étape donnée, la trae en Z permet de reréer une sène qui sera iden-

tique à la sène produite lors de la simulation d'usinage. Les informations de la trae

seront dé�nies lors de l'atualisation du z-bu�er étendu au ours de la simulation.

Nous allons dé�nir l'algorithme utilisant es informations.

3.2.1.1 Caratéristiques de la trae en Z

L'élément de base de la trae en Z, appelé élément en Z, dérive de la struture

du dexel. Les éléments en Z sont don diretement dé�nis à partir des éléments de la

liste dynamique de dexels. Ils font partie du sous-ensemble artésien : Z�C�T �T

dé�ni préédemment où t

rea

< t

disp

. Un élément en Z(z, , t

rea

, t

disp

) ontient don

les informations suivantes : une valeur en Z, une ouleur, une étape de réation, une

étape de disparition, et un lien vers l'élément suivant.

De même que pour le z-bu�er étendu et les dexels, nous assoions une liste d'élé-

ments en Z à haque pixel de l'éran.

3.2.1.2 Mise en plae de la trae en Z

1. Initialisation

Elle rée la trae en Z qui dérit le brut à l'étape 0.

2. Mise à jour

L'étude des di�érentes opérations booléennes entre deux z-bu�ers étendus,

rappelées dans la �gure 3.4 de la page 52, permet la mise à jour de la trae.
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Pour une étape n de la simulation, nous omparons un dexel du brut à un dexel

de l'outil. Le brut est délimité par un NearZ (Z0) qui est apparu à l'étape i de

la simulation et par un FarZ (Z1) qui a été réé à l'étape j de la simulation. Les

étapes i et j sont des étapes quelonques de la simulation qui se sont déroulées

avant l'étape ourante n. Ainsi, la trae en Z se onstruit en même temps que

le z-bu�er étendu se modi�e.
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création
destruction
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Fig. 3.4 � Operations booléennes sur les dexels à l'étape n

� Création d'un dexel (as 1 de la �gure 3.4, page 52)

Lorsqu'un nouveau dexel est réé dans le z-bu�er étendu, deux nouvelles

valeurs de Z apparaissent. Cette apparition se réperute sur la trae : deux

nouveaux éléments en Z sont réés. Ils sont lassés dans la liste ordonnée

suivant les Z roissants et il faut mettre à jour les informations suivantes :

valeur en Z, ouleur, étape de réation.
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� Suppression d'un dexel (as 2 de la �gure 3.4, page 52)

Lorsqu'un dexel est supprimé du z-bu�er étendu, les informations oner-

nant e dexel sont perdues dans le z-bu�er étendu. La trae en Z garde en

mémoire toutes les opérations e�etuées sur le z-bu�er étendu. La dispari-

tion du dexel entraîne la mise à jour de l'étape de disparition dans la trae.

� Modi�ation d'un dexel (as 3 et 4 de la �gure 3.4, page 52)

Si un dexel est réduit par l'avant (as 3), alors la valeur de son NearZ

est modi�ée. Si un dexel est réduit par l'arrière (as 4), alors la valeur

de son FarZ est modi�ée. Dans les deux situations, la trae subira deux

modi�ations : une mise à jour d'un élément en Z déjà existant dans la trae

(l'étape de disparition est atualisée) et la réation d'un nouvel élément en

Z dont nous onnaissons la valeur, la ouleur et l'étape de réation. De par

ette analyse, nous pouvons déduire les règles suivantes :

Règle 1. Dans la trae en Z, toutes les modi�ations du z-bu�er étendu

sont répertoriées.

Règle 2. Lorsqu'un dexel (deux nouvelles valeurs de Z) est ajouté dans le

z-bu�er étendu alors deux éléments en Z sont réés dans la trae en Z.

Règle 3. Lorsqu'un dexel (deux valeurs de Z déjà existantes) est supprimé

dans le z-bu�er étendu alors deux éléments en Z sont mis à jour dans la

trae en Z.

Règle 4. Si et seulement si un NearZ est modi�é dans le z-bu�er étendu

alors dans la trae en Z un seul élément en Z est ajouté et un autre élément

en Z est mis à jour.

Règle 5. Si et seulement si un FarZ est modi�é dans le z-bu�er étendu alors

dans la trae en Z un seul élément en Z est ajouté et un autre élément en Z

est mis à jour.

3.2.1.3 Reonstrution de la sène à l'étape n :

A partir de la trae en Z (�gure 3.5a, page 54), nous allons reonstruire le z-bu�er

étendu tel qu'il était à l'étape n de la simulation.
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1. Dans un premier temps, il est néessaire de séletionner les éléments en Z

(�gure 3.5b, page 54) qui véri�ent les inégalités suivantes :

( étape de réation � étape n )

ET

( étape de disparition > étape n )

Nous obtenons ainsi une liste ordonnée suivant les Z roissants, dans laquelle

les NearZ et les FarZ sont alternés. D'après la règle 4, si l'étape de disparition

d'un seul NearZ est mise à jour dans la trae, alors un nouveau NearZ est

réé. Ainsi, si nous onstruisons le z-bu�er étendu à partir de la trae, nous

aurons toujours une liste ordonnée de Z où un NearZ suit un FarZ. Il en est de

même ave la règle 5 et les FarZ. Les règles 2 et 3 nous montrent aussi que si

deux éléments de la trae sont modi�és (étape de disparition mise à jour) ou

réés, il s'agit obligatoirement d'un NearZ et d'un FarZ, e qui permet lors de

la reonstrution du z-bu�er étendu de préserver l'alternane entre les NearZ

et les FarZ.

2. Il est néessaire de regrouper les éléments en Z (f. �gure 3.5) par deux. Ils

forment alors un dexel, dont le NearZ prend la valeur du premier élément en

Z, et le FarZ prend la valeur du seond élément en Z.

3. Finalement, nous retrouvons le z-bu�er étendu souhaité en haînant les dexels

(f. �gure 3.5d).

C1 C2 C3

Z1 Z4Z3 Z5 Z2

Z1 Z3

C1 C3

Z5 Z2

C0

1

Z

Z

C4

C4

C0

n

2
x5

2
3

C0

3 1
x5

a) Trace complète trace

couleur

couleur

création
destruction

b) Etape      =3 : (création <= 3) ET (destruction > 3)

Z
C1 C3

Z5 Z2
NearZ

Z3Z1
FarZ NearZ FarZ

NearZ

Z1 C1

C

Z3

FarZ

C4

Z5

NearZ C

Z2

FarZ

C4

c) Regroupement des éléments en Z

d) Lien entre les dexels

couleur

Fig. 3.5 � Reonstrution de sène à l'étape n = 3
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3.2.2 Trae en temps ou trae rapide

Pour une étape donnée, la trae en temps permet d'a�her une sène. Les infor-

mations de la trae seront dé�nies lors de l'atualisation du z-bu�er étendu au ours

de la simulation. Nous allons dé�nir l'algorithme utilisant es informations. La trae

en Z et la trae en temps restent deux traes indépendantes.

3.2.2.1 Caratéristiques de la trae en temps

Lorsque nous travaillons sur le z-bu�er étendu la diretion de vue se situe dans

la diretion des Z roissants. Lorsque nous a�hons un pixel à l'éran, il faut onsi-

dérer le dernier Z du z-bu�er étendu (e sera don un FarZ).

Règle 6. Le pixel a�hé à l'éran représente le dernier FarZ du z-bu�er étendu.

La trae en temps évolue lorsque la valeur du dernier FarZ est modi�ée. Comme

pour le z-bu�er étendu, dans la trae en temps, nous assoions à haque pixel de

l'éran, une liste d'éléments en temps. L'élément en temps est don l'élément de

base qui possède les informations suivantes : la valeur et la ouleur du dernier FarZ,

l'étape de réation qui repère le moment où le dernier FarZ apparaît dans la trae,

et un pointeur sur l'élément suivant (�gure 3.6 de la page 55).

3

Z1
C1

Zk
Ci couleur
Zi

C0
Z0

1

Ck
Z

k i création

Fig. 3.6 � Représentation de l'historique en temps

Chaque élément en temps de la trae en temps est aratérisé par trois oordonnées :

(z, , t

rea

). Les éléments de la trae en temps font don partie du sous-ensemble

artésien : Z�C�T , sous-ensemble du sous-ensemble artésien dé�ni préédemment

Z�C�T �T où t

rea

< t

disp

. La trae en temps est don un ensemble plus restritif

que la trae en Z. Une onséquene direte de ette restrition se retrouve dans les

possibilités des traes, puisque la trae en temps permet d'a�her seulement une

sène de la simulation alors que le modèle géométrique de la même sène peut être

reonstruit ave la trae en Z.
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3.2.2.2 Mise en plae de la trae en temps

1. Initialisation

Elle rée la trae en temps qui dérit le brut à l'étape 0.

2. Mise à jour

La mise à jour de la trae en temps n'est possible qu'en analysant les dif-

férentes opérations booléennes sur un intervalle entre deux z-bu�ers étendus

présentées dans la �gure 3.4 de la page 3.4.

� Création d'un dexel (as 1 de la �gure 3.4) :

Cette opération n'est pas prise en ompte pour la mise à jour de la trae,

puisqu'auune modi�ation n'a lieu sur le dernier FarZ.

� Suppression d'un dexel (as 2 de la �gure 3.4) :

Cette opération est prise en ompte pour la mise à jour de la trae si et

seulement si le dexel supprimé est le dernier dexel du z-bu�er étendu. Deux

as peuvent se présenter. Dans le premier as, le dernier dexel est le seul

dexel du bu�er. Un nouvel élément en temps est réé : son étape de réation

est l'étape ourante n. Sa valeur de Z et sa ouleur sont les données par

défaut orrespondant au fond (bakground). Dans le seond as, le dexel

supprimé a un dexel qui le préède, un nouvel élément en temps est réé :

son étape de réation est l'étape ourante n. Sa valeur de Z et sa ouleur

sont elles du FarZ du dexel préédent.

� Modi�ation d'un dexel (as 3 et 4 de la �gure 3.4) :

Si le dexel est réduit par l'avant (as 3) alors la valeur de son NearZ est mo-

di�ée. Cela ne modi�e en auun as la trae en temps qui, d'après la règle

6, est mise à jour dès lors que le dernier Far Z est modi�é. Si le dexel est

réduit par l'arrière (as 4) alors la valeur de son FarZ est modi�ée. D'après

la règle 6, la trae sera mise à jour si et seulement si le FarZ modi�é est le

FarZ du dernier dexel du z-bu�er étendu. Un nouvel élément en temps est

réé : nous onnaissons son étape de réation, la valeur du nouveau FarZ,

et sa ouleur. La trae est alors ordonnée en temps suivant les étapes de

réation.
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La mise à jour est don ative dans les deux as suivants uniquement :

� lorsque le FarZ du dernier dexel est modi�é (as 4)

� lorsque le dernier dexel est supprimé.

3.2.2.3 Reonstrution de la sène à l'étape n

A partir de la trae en temps (�gure 3.6, page 55), nous voulons retrouver la

ouleur de haque pixel de l'image telle qu'elle était à l'étape n de la simulation.

Il su�t de parourir la trae en temps jusqu'à une étape s qui véri�e l'inégalité

suivante :

étape de réation s � étape n

� Si étape de réation s = étape n alors nous avons retrouvé la valeur de Z

et la ouleur assoiée au pixel de l'étape n (�gure 3.7 de la page 58).

� Si étape de réation s > étape n alors la valeur de Z et la ouleur du pixel

de l'étape n sont elles de l'élément en Z qui préède l'élément en Z de l'étape

s, puisque la nouvelle modi�ation s'est produite après l'étape n (�gure 3.8 de

la page 58).
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C1 C3 C8 C9 C11 couleur
ZZ0 Z1 Z3 Z11Z9Z8

Z8

C0

C8Scène à l’étape n = 6

1 3 5 6 7 9 création

Fig. 3.7 � Reonstrution d'une sène ave la trae en temps. Cas où l'étape herhée

se trouve dans la trae

C9C3C1C0 couleur
ZZ11Z9Z3Z1Z0

Z3

C11

C3Scène à l’étape n = 6

1 3 5 7 9 création

Fig. 3.8 � Reonstrution d'une sène ave la trae en temps. Cas où l'étape herhée

ne se trouve pas dans la trae
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4.1 Le z-bu�er étendu ramené au problème du di-

tionnaire

Le z-bu�er étendu évolue au ours de la simulation, des dexels sont réés, éven-

tuellement modi�és et/ou supprimés. De plus, l'a�hage d'une sène quelonque de

la simulation par la trae en temps onsiste à retrouver diretement pour haque

pixel de l'éran la valeur du dernier FarZ à l'étape herhée et à a�her sa ouleur.

Ainsi, que e soit pour la onstrution du z-bu�er étendu et/ou pour l'utilisation

des traes, nous reherhons une valeur dans un ensemble ordonné de données. Nous

pouvons alors nous ramener à un ditionnaire qui regroupe les opérations d'insertion,

de suppression et de reherhe d'un élément dans un ensemble [37℄. Les strutures de

données lassiques pour représenter un ditionnaire sont : les listes, les arbres de re-

herhe et plus réemment les skip lists. Plusieurs fateurs in�uent sur le hoix d'une

struture pour un algorithme préis : le temps d'exéution, l'oupation mémoire ou

la simpliité de programmation.

4.2 Etat de l'art des di�érentes strutures de don-

nées pour un ditionnaire

4.2.1 Listes haînées

Les listes haînées apparaissent omme la struture de données la plus simple à

implémenter pour le z-bu�er étendu, et la seule à notre onnaissane présentée dans

la littérature. En e�et, nous retrouvons rapidement un dexel herhé en nous dépla-

çant d'élément en élément. La failité d'insertion (ou de suppression) d'un élément

dans la liste est un des prinipaux avantages des listes haînées. Cette implémenta-

tion présente ependant quelques inonvénients omme le temps de reherhe d'un

élément dans une liste haînée de n éléments qui est dans le pire des as en O(n) :

pour atteindre l'élément herhé, il faut alors parourir un à un tous les éléments le

préédant dans la liste.

Dans notre appliation, le z-bu�er étendu est omposé d'au maximum inq ou six

dexels. La struture de liste haînée est bien adaptée à e as là. En revanhe, les

traes peuvent atteindre des tailles plus importantes et omprendre jusqu'à ent in-

quante éléments. Pour reherher plus rapidement un élément dans une telle trae,

nous allons nous intéresser aux arbres binaires et aux skip lists, strutures de données

qui deviennent intéressantes dans e type de problème.
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4.2.2 Arbres binaires

Dans les arbres binaires de reherhe, le temps d'exéution pour la reherhe

est dans tous les as O(h), où h est la hauteur de l'arbre et dans le pire des as en

O(n), où n est le nombre de noeuds de l'arbre. Pour aélérer es temps d'exéution,

on utilise des arbres binaires de reherhe équilibrés. Un arbre binaire de reherhe

de n noeuds est équilibré si sa hauteur est en O(logn), e qui réduit le temps

d'exéution à O(logn) dans le pire des as. Plusieurs implémentations permettent

d'obtenir des arbres binaires équilibrés : les arbres AVL, les arbres 2-3 , les arbres

rouges et noirs [38℄. Pour reherher un élément le plus rapidement possible dans

un ditionnaire, la solution la plus ourante onsiste à utiliser des arbres binaires de

reherhe équilibrés. Malheureusement, le rééquilibrage rend la onstrution de la

struture oûteuse en temps. L'avantage des listes haînées est qu'une fois l'étape n

trouvée, il su�t de passer diretement à l'élément suivant pour obtenir l'étape n+1,

e qui permet d'animer la simulation rapidement. Nous souhaitons don utiliser la

rapidité de reherhe des arbres binaires et la simpliité des listes haînées.

4.2.3 Amélioration des listes haînées par les skip lists

Une skip list est une struture de données probabiliste simple et e�ae introduite

par Pugh en 1990 [39℄. Les skips lists sont don une généralisation relativement

réente des listes haînées simples : elles atteignent les performanes des arbres

binaires de reherhe en onservant la struture des listes haînées. Pugh appelle skip

lists des listes haînées qui permettent de sauter au-dessus d'éléments intermédiaires

pour atteindre rapidement l'élément herhé. Par exemple, si on modi�e une liste

de n éléments de manière à e que haque noeud ait un pointeur sur le noeud deux

positions plus loin dans la liste, dans le pire des as, il faut traverser (

n

2

+1) éléments

de ette liste.

Chaque élément de la skip list est représenté par un noeud (on parle aussi de

tour) ontenant un tableau de plusieurs pointeurs sur les noeuds suivants. La hau-

teur ou le niveau d'un noeud orrespond au nombre de pointeurs que ontient le

noeud (�gure 4.1, page 62). A un noeud de niveau k, on assoie un tableau de k

pointeurs.

Dans une liste haînée simple, les noeuds sont tous de niveau 1. Dans une skip list,

le ième pointeur d'un noeud de niveau k (i � k) ave une valeur lé v pointe sur le

prohain noeud possédant au moins i niveaux dont la valeur lé est supérieure ou

égale à v (�gure 4.2, page 63).

Le premier noeud d'une skip list est appelé la tête de liste. Sa hauteur est maximale.

Il ontient don un tableau de pointeurs depuis le niveau 1 jusqu'au niveau maxi-

mum. Le dernier noeud d'une skip list est le noeud NIL. Sa hauteur est également
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valeur

.

.

.

de niveau 1

Liste chaînée standard

pointeur de niveau k

pointeur de niveau 2

pointeur de niveau 1

noeud de niveau knoeud de niveau 2

valeur valeur

Fig. 4.1 � Noeud d'une skip list

maximale (�gure 4.2, page 63).

Les skips lists qui subissent des mises à jour (insertion ou suppression d'un noeud)

sont des strutures de données dynamiques [40℄ et sont onstruites de manière pro-

babiliste. En e�et, lorsqu'on insère un nouveau noeud dans la skip list, son niveau

est �xé par un générateur de nombres aléatoires. Dans de telles skip lists, nous trou-

vons en moyenne 50 % de noeuds de niveau 1, 25 % de noeuds de niveau 2, 12,5 %

de noeuds de niveau 3, et. Une desription détaillée et une analyse des algorithmes

d'insertion, de suppression et de reherhe d'éléments dans une skip list probabiliste

est proposé dans [41℄. D'autres études portent sur l'analyse analytique des temps de

reherhe [42℄ et sur les performanes des skips lists [43℄. Les algorithmes d'insertion

d'éléments dans une skip list prennent plus de temps que dans le as d'une liste haî-

née, mais la reherhe d'un élément est très rapide. Le temps moyen de reherhe

est de O(logn) et dans le pire des as on atteint O(n)

1

. Nous avons déidé d'utiliser

les skips lists pour pro�ter de la rapidité de e temps de reherhe.

Dans les skip lists probabilistes, la forme de la liste dépend d'un générateur de

nombres aléatoires. Pour les skip lists déterministes [44℄, la forme de la liste est

onnue. Par exemple, pour la skip list déterministe 1-2-3, haque saut est de taille

1, 2, puis 3 (�gure 4.2, page 63). Les skip lists sont un sous ensemble des strutures

de données dynamiques ; elles sont plus performantes dans la reherhe que dans

l'insertion d'un élément.

Pour la reherhe d'un élément de valeur v

f

dans la skip list, nous utiliserons l'al-

gorithme proposé par Pugh. La reherhe s'e�etue en traversant la liste de la tour

de tête de liste vers la tour de �n de liste (tour NIL) sur les di�érents niveaux

de pointeurs. Le premier noeud ourant est la tête de la liste. On se plae sur son

1

Pour un ditionnaire de 250 éléments, il y a une hane sur un million pour que le temps de

reherhe mettent trois fois plus de temps que le temps moyen attendu [39℄.
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52 8 9 12 14 17 21 25 29

2 5 12 14 17 21 25 2998

2 5 12 14 17 21 25 2998

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

NIL

Skip List parfaite

Skip List déterministe 1-2-3

Fig. 4.2 � SkipList

pointeur de niveau le plus élevé, et on traverse la liste sur e niveau. Pour le noeud

suivant de même niveau et de valeur lé v, on ompare v à la valeur v

f

herhée :

� Si v

f

� v, on se déplae sur le noeud suivant de même niveau qui devient le

nouveau noeud ourant, et on ontinue d'explorer la liste sur le même niveau.

� Si v

f

< v, on reste sur le noeud ourant, et on ontinue l'exploration de la skip

list sur le niveau inférieur.

Lorsqu'on atteint le niveau 1, on se trouve soit devant le noeud herhé, soit e noeud

n'est pas dans la liste. En e�et, si le noeud suivant ontient la valeur v herhée, alors

ette valeur appartient e�etivement à la skip list et nous avons trouvé sa position,

sinon la reherhe a éhoué et la valeur v

f

ne se trouve pas dans la skip list. Nous

avons adapté la �n de et algorithme à notre appliation. Pour reonstruire une sène

de la simulation à l'étape n, nous herhons dans la skip liste un noeud dont l'étape

de réation serait n. Lorsque le niveau 1 est atteint, le noeud ourant n



pointe sur

le noeud suivant n

s

. Si l'étape de réation s de n

s

est égale à l'étape n herhée,

les données du noeud suivant orrespondent à la valeur en Z et à la ouleur du

pixel de l'étape n. Si l'étape de réation s de n

s

est supérieure à l'étape n herhée,

les données du noeud ourant orrespondent à la valeur en Z et à la ouleur du

pixel de l'étape n, puisque la prohaine modi�ation n'aura lieu qu'après l'étape n.
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L'algorithme de reonstrution d'une sène à partir d'une skip list est le suivant :

ReonstrutionSene (EtapeCreationCherhee)

x :=TourTeteDeListe

pour i := NiveauMax .. 2 faire

tant que (x.suivant[i℄.EtapeCreation < EtapeCreationCherhee) faire

x :=x.suivant[i℄

�n tant que

�n pour

si (x.suivant[1℄.EtapeCreation=EtapeCreationCherhee)

alors retourne x.suivant[1℄.CouleurPixel

sinon retourne x.CouleurPixel

�n si

�n ReonstrutionSene

4.3 Choix d'une struture de données adaptée au

z-bu�er étendu et les traes

4.3.1 Strutures de données pour z-bu�er étendu

4.3.1.1 Evolution du z-bu�er étendu au ours de la simulation

Simulation au temps +t ∆ t

tSimulation au temps

DexelsZoom sur dexels 
créés -supprimésBrut non usiné

Trajectoire 1 : trajectoire initiale
Trajectoire 2 : trajectoire proche 

Trajectoire 1 

Trajectoire 2

correspondants

Fig. 4.3 � Visualisation des dexels réés, puis supprimés pour une trajetoire prohe
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Une trajetoire est rarement isolée, les pièes sont habituellement usinées par

un ensemble de trajetoires suivant une stratégie. Mais quelle que soit la stratégie

d'usinage (zigzag ou en ontour parallèle), les trajetoires isolées initiales (trajetoire

de type 1 sur la �gure 4.3, page 64) sont souvent suivies de trajetoires prohes

(trajetoire de type 2 sur la �gure 4.3, page 64) qui reouvrent partiellement es

dernières. La distane entre les deux trajetoires est appelée distane entre passes.

Lors de la simulation, les trajetoires sont éhantillonnées, l'outil avane don de

pixel en pixel à haque étape de la simulation. Comme l'outil est irulaire, de

nouveaux dexels sont réés dans ertains as à haque nouvelle position élémentaire

et supprimés lorsque l'outil ontinue sa progression sur la trajetoire. En e�et, si

la distane entre passes est inférieure au rayon de l'outil, la trajetoire de type 2

n'engendre pas de nouveaux dexels lors de son passage ave un reouvrement partiel

de la trajetoire de type 1. Par ontre si la distane entre passes est supérieure au

rayon de l'outil alors de nouveaux dexels sont réés lorsque la trajetoire de type 2

est parallèle à la trajetoire de type 1, omme le montre la �gure 4.3. Les dexels

sont réés au début du passage de l'outil, puis supprimés lorsque l'outil poursuit sa

trajetoire.

4.3.1.2 Choix d'une struture de données adaptée au z-bu�er étendu

Au ours de la simulation, le z-bu�er étendu évolue et de nombreux dexels sont

réés, puis supprimés peu de temps après. Des opérations de reherhe, d'insertion

et de suppression d'éléments sont utilisées. L'utilisation des skip lists n'est pas ap-

propriée dans e as puisque seule la onstrution du z-bu�er est prise en ompte,

et une fois la simulation ahevée, auune reherhe d'élément n'est a priori e�etuée

sur le z-bu�er étendu. La onstrution du z-bu�er étendu onsiste à omparer les

dexels de l'outil et du brut entre eux, à insérer, et à supprimer ou à modi�er es

nouveaux dexels. Or, l'utilisation d'une skip list devient intéressante lorsqu'on a des

éléments à insérer ou à supprimer dans une liste. Lors de la onstrution du z-bu�er

étendu, nous travaillons sur des intervalles, et même si le nombre d'éléments insé-

rés, mais surtout supprimés, au ours de la simulation est important, le nombre de

dexels assoié à un pixel et omposant un z-bu�er étendu à un instant donné de la

simulation est peu important, 'est pourquoi il est préférable d'utiliser une simple

liste haînée.

4.3.2 Strutures de données pour les traes

Les traes utilisent uniquement les opérations d'insertion et de reherhe d'un

élément. Ces opérations interviennent tout d'abord lors de la onstrution des traes,



STRUCTURES DE DONNÉES 66

puis lors de l'utilisation des traes pour reonstruire et/ou a�her le modèle géomé-

trique à un moment quelonque de la simulation.

4.3.2.1 Strutures de données pour la trae en Z

Pour la trae en Z, nous reherherons une struture de données qui permette

de réduire le temps d'exéution lors de la onstrution de la trae en Z uniquement.

Nous avons vu préédemment que lors d'une reonstrution du modèle géométrique

ave la trae en Z, tous les éléments de la trae en Z doivent être examinés les

uns après les autres, la struture de données de la liste haînée sera tout aussi bien

envisagée que la struture de données sous forme de skip list aléatoire. Par ontre, il

est souhaitable que la struture de données hoisie garde une ertaine linéarité des

éléments. Par exemple, il serait di�ile de reonstruire le z-bu�er étendu à partir

d'une trae en Z sous forme d'arbre binaire équilibré, puisque le rééquilibrage de

l'arbre aurait détruit le aratère alterné des NearZ et FarZ.

4.3.2.2 Strutures de données pour la trae en temps

A priori, lors de la onstrution des traes, une simple liste haînée permet d'ob-

tenir un temps d'exéution plus rapide, mais lors de l'utilisation des traes pour

la reonstrution et/ou l'a�hage du modèle géométrique, le hoix entre une liste

simplement haînée ou une skip list sera disuté ultérieurement.

4.4 Interval Treap : une nouvelle struture de don-

nées omplète pour le z-bu�er étendu

4.4.1 Vers la nouvelle struture de données : Interval Treap

Pour obtenir une simulation interative, nous proposons d'implémenter le z-bu�er

étendu sous forme d'Interval Treap (Treap : Tree-heap). Cette nouvelle struture de

données, basée sur les arbres binaires d'intervalles et la propriété de heap-order (ou

propriété de tas où la valeur d'un noeud est stritement supérieure à la valeur de son

père), ontient maintenant les paramètres néessaires pour onstruire, puis a�her

et reonstruire le z-bu�er étendu tel qu'il était à un moment préis de la simula-

tion [14℄.

Comme le nombre de données mémorisées au ours de la simulation est important,

la struture de données d'arbre binaire de reherhe est intéressante ar elle permet

un aès rapide : en e�et, le temps néessaire pour atteindre un élément x de l'arbre

est proportionnel à la profondeur de x dans l'arbre. Dans le pire des as, le temps
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de reherhe d'un élément dans un arbre équilibré de n éléments est en O(logn).

Pour garder en mémoire toutes les opérations subies par le z-bu�er étendu, il est

néessaire de stoker deux types de données : des données relatives à la position qui

permettront de mémoriser les di�érentes valeurs en Z (NearZ et FarZ), et des don-

nées relatives au temps qui permettront de mémoriser l'instant d'apparition de es

valeurs en Z dans la struture de données. Comme le z-bu�er étendu est onstitué

de dexels modélisés dans un espae à une dimension par des intervalles de données

[NearZ,FarZ℄, nous avons tout d'abord pensé à utiliser une struture de données

d'arbres d'intervalles. Une représentation possible est le span spae proposé par Liv-

nat [45℄, qui utilise un k-d tree pour substituer des points aux intervalles. Le k-d tree

est une struture de données utilisée pour la déomposition spatiale qui permet de

partitionner l'espae pour une répartion disrète de points. Les points eux-mêmes

sont à l'origine des frontières entre les di�érents sous-espaes. Dans un espae à

deux dimensions, on utilise des arbres binaires de reherhe à deux dimensions (ou

two-dimensionnal binary searh tree, 2-d tree) [46℄. Le plan est alors divisé su-

essivement par des lignes vertiales et par des lignes horizontales. Chaque noeud

ontient un élément de l'ensemble et on lui assoie une ligne qui passe par et élé-

ment. Pour les niveaux pairs (à partir du niveau 0 de la raine) e sera une ligne

vertiale et pour les niveaux impairs e sera une ligne horizontale (voir �gure 4.4,

page 67). Dans un espae à k dimensions, on parle de k-d tree (arbres binaires de

reherhe à k dimensions, le plan est alors divisé suessivement par k hyperplans

passant par les points de l'ensemble).
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h i
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Fig. 4.4 � (a) Déomposition spatiale du plan par des lignes vertiales et horizontales

et (b) k-d tree orrespondant

Dans le span spae, un intervalle I = [a

i

; b

i

℄ ave a

i

� b

i

est représenté par un point

dans un espae à deux dimensions ave a

i

omme absisse et b

i

omme ordonnée.



STRUCTURES DE DONNÉES 68

Trouver les intervalles qui ontiennent la valeur q revient à herher les points tels

que x � q et y � q. L'inonvénient de ette méthode est la perte d'informations rela-

tives au temps et notamment du moment où apparaît le dexel dans le z-bu�er étendu.

Nous souhaitons don travailler sur une struture de données qui garde en mé-

moire deux types de valeurs : dans l'espae et dans le temps. Dans les arbres arté-

siens introduits par Vuillemin [47℄, haque noeud ontient deux lés (x,y). La valeur

de la lé x véri�e la propriété des arbres binaires de reherhe : la valeur de la lé

x d'un noeud père est plus grande que la valeur de la lé x de son �ls gauhe et

plus petite que la valeur de la lé x de son �ls droit. La valeur de la lé y véri�e la

propriété de heap-order [48℄ : la valeur de la lé y d'un noeud père est toujours plus

petite que la valeur de la lé y de ses noeuds �ls. Ces arbres binaires de reherhe ne

sont pas équilibrés. En moyenne, le temps d'exéution des opérations de base d'in-

sertion et de reherhe d'un élément dans un arbre artésien de n éléments est en

O(log(n)), et dans le pire des as, si l'arbre est omplètement déséquilibré, ela peut

atteindre O(n). Pour obtenir des arbres artésiens équilibrés, il su�t de remplaer

la valeur lé y par une valeur aléatoire qui permet d'équilibrer l'arbre lors de sa

onstrution. Nous obtenons alors des Treaps [49, 50℄ qui sont des arbres binaires de

reherhe équilibrés à onstrution aléatoire. Dans notre appliation, nous n'intro-

duisons pas de valeurs aléatoires, mais nous mémorisons un intervalle [NearZ, FarZ℄

en stokant deux valeurs lés en Z et l'instant d'apparition d'un nouvel élément dans

la struture de données en stokant une valeur indexée en temps. Nous réons ainsi

une nouvelle struture de données appelée Interval Treap qui permet de onserver

à la fois des intervalles de données et des instants d'apparition a�n de mémoriser

toutes les modi�ations subies par le z-bu�er au ours de la simulation.

4.4.2 Présentation de l'Interval Treap

Nous dé�nissons un Interval Treap omme un arbre binaire d'intervalles indexé

en temps mais non équilibré. Il garde en mémoire les informations sur de nou-

veaux intervalles rées à partir d'opérations suessives sur un intervalle initial :

l'Interval Treap est don omposé d'intervalles superposés. L'élément de base d'un

Interval Treap est un noeud qui représente un intervalle apparu à une étape i. Il

ontient les hamps suivants : deux valeurs lés en Z, et une valeur en temps. Une

valeur lé en Z appelée Z

min

borne l'intervalle de données par sa valeur minimale :

pour la représentation graphique du noeud, ette valeur sera plaée à gauhe (�-

gure 4.5, page 69). Une valeur lé en Z appelée Z

max

borne l'intervalle de données

par sa valeur maximale : pour la représentation graphique du noeud, ette valeur

sera plaée à droite (�gure 4.5, page 69). La valeur en temps orrespond au mo-
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NILNIL

Fig. 4.5 � Correspondane entre l'intervalle réé à l'étape i et le noeud de l'Interval

Treap

ment où apparaît l'intervalle dans la struture de donnée, nous l'appelons l'étape de

réation. Dans la représentation graphique du noeud, ette valeur est plaée sur la

�gure 4.5 de la page 69 en-dessous des valeurs lés en Z.

Montrons que l'Interval Treap est un arbre binaire d'intervalles. En e�et, un noeud

ne peut avoir au plus que deux �ls ar les modi�ations ne peuvent avoir lieu que

sur Z

min

ou sur Z

max

et lorsqu'un intervalle est modi�é, nous ajoutons des �ls au

noeud représentant et intervalle. Si le Z

min

est modi�é, un nouveau �ls gauhe sera

réé, si le Z

max

est modi�é, e sera un nouveau �ls droit. Comme dans tout arbre

binaire, un noeud a deux pointeurs vers des noeuds �ls. Si un �ls n'existe pas, le

noeud pointe sur NIL. Une feuille est un noeud dont les deux pointeurs �ls sont à

NIL.

Nous allons étudier la mise à jour de l'Interval Treap en n'analysant que les opéra-

tions booléennes de di�érene entre deux intervalles qui sont les seules utilisées en

usinage.

� Modi�ation d'un intervalle par son Z

min

(as 1 de la �gure 4.6, page 70)

Si un intervalle est réduit par l'avant, alors la valeur de son Z

min

est modi�ée.

Par onvention, le Z

min

est la valeur lé plaée à gauhe dans le noeud. Pour

symboliser la disparition du Z

min

de l'intervalle père, le �ls gauhe du noeud

de l'intervalle père pointe désormais sur NIL. Un nouveau Z

min

apparaît dans

la struture de données réant ainsi un nouvel intervalle. Pour représenter e

nouvel intervalle dans la struture de données, un nouveau noeud �ls est réé.

Il s'agit d'un �ls droit. Sa valeur lé Z

min

est la nouvelle valeur Z

min

. Sa va-

leur lé Z

max

est la valeur Z

max

du noeud père. Sa valeur en temps est elle

de l'étape présente n.

� Modi�ation d'un intervalle par son Z

max

(as 2 de la �gure 4.6, page 70)

Ce as est le symétrique du préédent où Z

min

est remplaé par Z

max

et Z

max
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Cas 1 : modification d’un intervalle (Zmin)

Cas 3 : création d’un intervalle

Cas 2 : modification d’un intervalle (Zmax)

Cas 4 : suppression d’un intervalle

Intervalle A

Intervalle B

: intervalle modifié à l’étape i

Fig. 4.6 � Opérations booléennes de di�érene entre deux intervalles : in�uene sur

l'Interval Treap

remplaé par Z

min

.

� Création d'un intervalle (as 3 de la �gure 4.6, page 70)

Lorsqu'un nouvel intervalle apparaît dans la struture de données, un nouveau

Z

min

et un nouveau Z

max

sont réés. Les bornes Z

min

et Z

max

de l'intervalle

père ne sont pas altérées. La réation d'un nouvel intervalle se réperute sur

la struture de données par la réation de deux nouveaux noeuds �ls : un �ls

droit et un �ls gauhe dont les valeurs sont respetivement elles du as 1 et

et du as 2 préédents.

� Suppression d'un intervalle (as 4 de la �gure 4.6, page 70)

La suppression d'un intervalle est une étape plus déliate à modéliser. Pour

montrer qu'un intervalle est supprimé à l'étape i, il su�t qu'un seul noeud �ls

soit réé pour représenter ette étape i. Par onvention, le noeud réé sera un

�ls gauhe qui aura les mêmes valeurs pour les lés Z

min

et Z

max

. Ce noeud est
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appelé feuille vide de l'Interval Treap. En e�et, il n'y aura plus de modi�ation

possible à partir de e noeud 'est don une feuille que nous quali�ons de vide

puisque la valeur du Z

min

et elle du Z

max

sont égales.

4.4.3 Utilisation de l'Interval Treap ave le z-bu�er étendu

4.4.3.1 L'Interval Treap : une struture de données omplète pour le

z-bu�er étendu
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: dexel Z0-Z1 créé à l’étape i

Fig. 4.7 � Exemple Interval Treap et z-bu�er étendu

L'Interval Treap est une struture de données bien adaptée au z-bu�er étendu.

L'élément de base de l'Interval Treap ontient alors les informations relatives aux

dexels. La valeur lé Z

min

devient la valeur lé NearZ. La valeur lé Z

max

devient

la valeur lé FarZ. La valeur lé en temps représente l'instant d'apparition du dexel

dans le z-bu�er étendu au ours de la simulation.

Lorsqu'un dexel est modi�é, nous ajoutons des noeuds �ls au noeud père modéli-

sant le dexel à modi�er. Ces �ls deviennent alors les nouvelles feuilles de l'arbre. Les

dexels atifs du z-bu�er étendu sont les feuilles de l'arbre Interval Treap. Les feuilles

de l'arbre Interval Treap sont ordonnées. Si nous parourons les feuilles non vides
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de l'Interval Treap de gauhe à droite, nous retrouvons les dexels du z-bu�er étendu

dans le même ordre (�gure 4.7, page 71). Les noeuds intermédiaires dans l'Interval

Treap font partie de l'historique du z-bu�er étendu ar à un moment donné de la

simulation es noeuds ont eux-aussi été des feuilles de l'arbre don des dexels atifs

du z-bu�er étendu.

L'Interval Treap mémorise toutes les modi�ations subies par le z-bu�er au ours

de la simulation. Il oupe don en mémoire plus de plae qu'une simple liste haî-

née, mais ses fontionnalités regroupent à la fois elles du z-bu�er étendu et des

traes. Les simulations montreront que la mémoire oupée par un Interval Treap

est �nalement moins importante que le umul de la mémoire oupée par deux listes

haînées, une modélisant le z-bu�er étendu et l'autre modélisant la trae assoiée à

e même z-bu�er étendu.

4.4.3.2 Mise à jour de l'Interval Treap
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Cas 1 : Mise à jour

Cas 3 :  Pas de mise à jour

Cas 2 : Mise à jour

Cas 4 :  Pas de mise à jour

Brut

Fig. 4.8 � Mise à jour d'un dexel

Lors de la mise à jour de l'Interval Treap, il faut retrouver la feuille (as 1 de

la �gure 4.8, page 72) ou les feuilles (as 2 de la �gure 4.8, page 72) orrespondant

aux dexels à modi�er. Comme les feuilles de l'Interval Treap sont ordonnées, l'ex-

ploration de l'arbre s'e�etue suivant un parours pré�xe ou préordre.

Pour éviter de parourir tout l'arbre à haque nouvelle étape, nous avons mené

l'étude suivante. Tout d'abord, nous avons répertorié deux as (as 3 et 4 de la

�gure 4.8, page 72) pour lesquels le dexel ne subit pas de modi�ations.

� as 3 : le dexel outil préède le dexel du brut, sans le hevauher. Cette ondi-

tion peut se résumer par l'inégalité suivante : FarZ Outil � NearZ Brut

� as 4 : le dexel du brut préède le dexel de l'outil, sans le hevauher. Cette

ondition peut se résumer par l'inégalité suivante : FarZ Brut � NearZ Outil
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Un dexel sera modi�é si et seulement si le as 3 ET le as 4 ne sont pas véri�és.

Un dexel ne sera pas modi�é si et seulement si le as 3 OU le as 4 est véri�é. Un

dexel pourra être modi�é si et seulement si, il véri�e la ondition suivante :

FarZOutil > NearZBrut ET FarZBrut > NearZOutil (4.1)

Comment ette ondition peut-elle modi�er l'exploration de l'arbre In-

terval Treap ?

Tous les noeuds de l'arbre Interval Treap ont été à un moment donné une feuille,

'est-à-dire un dexel atif du z-bu�er étendu. Il faut don pour haque noeud véri�er

si la ondition (1) est respetée.

� si (1) est VRAIE : nous ontinuons l'exploration ar les noeuds suivants

(dexels) sont suseptibles d'être modi�és.

� si (1) est FAUSSE : nous arrêtons momentanément l'exploration de ette

branhe de l'Interval Treap. En e�et, si un noeud (dexel) ne véri�e pas la

ondition (1) alors ses noeuds �ls (dexels �ls) ne véri�eront pas non plus la

ondition (1).

Ensuite, nous voulons déterminer dans quel as l'exploration est interrompue de

manière momentanée ou dé�nitive. A haque étape, nous omparons le z-bu�er

étendu de l'outil au z-bu�er étendu du brut dexel par dexel. Les modi�ations sur

les dexels du brut ne seront plus possibles lorsque :

FarZBrut � FarZOutil (4.2)

Pour le z-bu�er étendu sous forme d'arbre Interval Treap, nous aurons un arrêt

dé�nitif du parours de l'arbre dans l'un ou l'autre des as suivants :

� si une feuille vient d'être réée et Nouveau FarZ Brut � FarZ Outil.

� si la ondition (1) est FAUSSE et si (2) est VRAIE.

4.4.3.3 Utilisation de l'Interval Treap

A�hage de la ouleur en ours à l'éran

La ouleur visible à l'éran est la ouleur du dernier FarZ du z-bu�er étendu. Lorsque

le z-bu�er est sous forme d'Interval Treap, nous nous intéressons don à la dernière

feuille non vide (NearZ 6= FarZ), 'est-à-dire la feuille la plus à droite dans l'arbre.

Pour ette raison, lors de l'a�hage de la ouleur du z-bu�er étendu en ours, le

parours de l'arbre sera de type postordre (�ls droits vers �ls gauhes). Si

toutes les feuilles sont vides, la ouleur reherhée est la ouleur du fond.

Utilisation de l'Interval Treap omme historique du z-bu�er étendu

Grâe à ette struture de données, nous pouvons reprendre l'usinage à partir de
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n'importe quelle étape de la simulation. Pour reonstruire l'Interval Treap du z-

bu�er étendu tel qu'il était à une étape i de la simulation, il su�t de ouper l'arbre

orretement. Nous pouvons indi�éremment hoisir un parours préordre ou post-

ordre, puisque toutes les branhes de l'arbre doivent être examinées. Pour haque

rami�ation de l'arbre, nous stoppons l'exploration dans l'un ou l'autre des as sui-

vants :

� si le noeud ourant véri�e les inégalités suivantes :

(Etape de réation du �ls gauhe > Etape i) ET

(Etape de réation du �ls droit > Etape i)

Nous initialisons alors les pointeurs de e noeud vers les �ls droits et gauhes

à NIL.

� si le noeud ourant est une feuille (noeud sans �ls droit, ni �ls gauhe).

Une fois l'Interval Treap reonstruit, deux appliations peuvent être envisagées. A

partir de ette struture de données, il est possible d'a�her à l'éran la ouleur

du pixel de l'étape i (voir paragraphe préédent). Nous pouvons aussi faire subir de

nouvelles opérations au z-bu�er étendu et jouer une autre simulation.
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5.1 Mise en plae de l'évaluation expérimentale

Pour évaluer les algorithmes, nous avons utilisé un PC de 300 Mhz, de 512 Ko

de mémoire ahe de niveau 2 et de 128 Mo de RAM. Le logiiel de simulation a été

développé en C ave le ompilateur i d'Intel version 1.1A et utilise des aès direts

à une arte graphique standard de type VGA, et l'a�hage se réalise atuellement

en point par point. Les parours préordre et postordre de l'Interval Treap ont été

programmés en utilisant des proédures réursives.

Pour étudier la struture de données la mieux adaptée à haque problème, nous

avons hoisi deux �hiers d'usinage signi�atifs, 'est à dire ave un nombre im-

portant de trajetoires (et don de positions élémentaires) qui répondent à deux

stratégies d'usinage di�érentes :

� Le premier �hier d'usinage est programmé suivant une stratégie d'usinage

en zigzag (voir annexe). Il permet de réaliser la simulation de l'usinage d'une

petite pièe de moulage en forme de voiture (�gure 5.1, page 77). L'usinage de

ette pièe néessite 17 108 trajetoires de 0; 5 mm de long pour la plupart. Il

s'e�etue sur un brut de dimensions 107� 72� 33 mm ave un outil de 3 mm

de rayon. L'usinage réel de ette pièe sur une fraiseuse prend environ 1 h 30

min ave une fraiseuse à trois axes.

� Le seond �hier d'usinage est programmé suivant une stratégie d'usinage en

ontour parallèle. Il permet de réaliser la simulation de l'usinage d'une pe-

tite pièe de moulage en forme de endrier (�gure 5.2, page 77). L'usinage de

ette pièe néessite 369 trajetoires. Il s'e�etue sur un brut de dimensions

50� 50� 16 mm ave un outil de 1 mm de rayon.

Nous avons travaillé sur des images de 640 olonnes et 480 lignes (307 200 pixels).

Pour la vue onsidérée :

� un pixel représente 0,26 mm dans le as de la voiture et

� un pixel représente 0,18 mm dans le as du endrier.

Nous avons hoisi pour orientation des pièes les angles ' = 45

Æ

et � = �45

Æ

(la

�gure 5.3 de la page 78 donne la orrespondane entre les angles d'orientation et la

visualisation de la pièe).
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Fihiers de simulation

Fig. 5.1 � Usinage d'une petite pièe de moulage en forme de voiture (usinage zigzag)

Fig. 5.2 � Usinage d'une petite pièe de moulage en forme de endrier (usinage

ontour parallèle)
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Z

Y

X

dans l’espace image

X

YZθ = −90°
ϕ = 0°

θ = 0°
ϕ = 30°ϕ

θ

Visualisation

Fig. 5.3 � Angles d'orientation et visualisation orrespondante de la pièe dans

l'espae image

5.2 Création des strutures de données

Tout d'abord, nous nous sommes intéressés à la mémoire et au temps néessaires

pour réer es quatre strutures de données. Nous avons relevé les résultats relatifs :

� à la onstrution d'un z-bu�er étendu sous forme de liste haînée,

� à la onstrution d'un z-bu�er étendu et d'une trae en Z sous forme de liste

haînée,

� à la onstrution d'un z-bu�er étendu et d'une trae en temps sous forme de

liste haînée,

� et à la onstrution du z-bu�er étendu sous forme d'Interval Treap.

Les résultats de simulation liés à l'oupation mémoire sont regroupés dans les

tableaux 5.1 et 5.2 de la page 80. L'alloation mémoire est réalisée sous forme de

pointeurs. A l'initialisation, es strutures de données omptent 307 200 dexels,

éléments en Z, éléments en temps. Un dexel et un élément en temps oupent 12

otets dont 4 otets pour le pointeur. Un élément en Z et un noeud de l'Interval

Treap oupent 16 otets dont 4 otets pour le pointeur de l'élément en Z et 16 otets

pour le pointeur du noeud de l'Interval Treap. Pour une image de taille donnée, le

nombre d'éléments varie ensuite suivant plusieurs paramètres :

� le brut, de par sa taille et sa forme, oupe une partie plus ou moins importante

de l'espae image, e qui permet de déterminer le nombre de pixels atifs,

� le programme d'usinage intervient de deux manières selon le nombre de tra-

jetoires à simuler, et selon la stratégie d'usinage utilisée,

� l'angle de vue.

Par exemple, le nombre d'éléments en temps représente 72,7% du nombre d'éléments

en Z pour la voiture, et seulement 48,2% du nombre d'éléments en Z pour le endrier.
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Cette fration plus ou moins importante du nombre d'éléments en temps est une

illustration de l'in�uene de la stratégie d'usinage.

Les résultats de simulation liés à la réation du z-bu�er étendu et la mise en

plae des traes sous forme de listes haînées et la mise en plae du z-bu�er étendu

sous forme d'Interval Treap sont regroupés dans le tableau 5.3 de la page 80 pour la

voiture et pour le endrier. Ces temps ne tiennent pas ompte des temps d'a�hage,

seule la réation du z-bu�er étendu et des traes nous intéresse ii.

5.3 Le z-bu�er étendu et les traes

5.3.1 Reonstrution d'une sène quelonque de la simulation

Tout d'abord, nous avons étudié les temps de reonstrution des sènes sans

a�hage. Vu le grand nombre de positions élémentaires de la simulation (44 084

pour la voiture), nous nous sommes intéressés dans le tableau 5.4 de la page 81 à des

sènes de la simulation orrespondant à des positions élémentaires arbitraires. Par

exemple, dans la première olonne, nous avons étudié la sène dans laquelle la pièe

a déjà subi un dixième de la simulation. Lors de la onstrution du z-bu�er étendu,

il s'agit de la sène obtenue à la position 4 408 pour la voiture. Pour simpli�er, nous

appelons désormais ette étape de la simulation : étape

1

10

. La �gure 5.4 de la page 79

représente l'étape

1

2

dans laquelle la pièe a déjà subi la moitié de la simulation.

Fig. 5.4 � Etape

1

2

de la simulation d'usinage de la pièe en forme de voiture
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Résultats onernant la réation des strutures de données

z-bu�er étendu

Trajetoires Pixel

(Positions) du brut Dexels Dexels Dexels

réés supprimés en tout

Voiture 17 108 121 067 83 217 52 427 390 417

(44 084) 0,96Mo 0,60Mo 4,46Mo

Cendrier 369 80 769 141 718 131 369 448 918

(39 563) 1,62Mo 1,50Mo 5,13Mo

Tab. 5.1 � Oupation mémoire pour le z-bu�er étendu simple sous forme de liste

haînée

Trae Trae Interval

en Z en temps Treap

Éléments Eléments Noeuds

en Z en temps

Voiture 2 991 055 2 174 530 2 922 415

45,64Mo 24,88Mo 45,66Mo

Cendrier 2 082 348 1 004 534 2 132 861

31,77Mo 11,49Mo 32,54Mo

Tab. 5.2 � Oupation mémoire pour les nouvelles fontionnalités

z-bu�er étendu trae trae z-bu�er étendu

(liste haînée) en Z en temps (Interval Treap)

Voiture 99,42 103,04 101,23 341,13

Cendrier 32,46 34,99 33,86 89,05

Tab. 5.3 � Temps de réation des strutures de données du z-bu�er étendu et des

traes (en seondes).
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Résultats onernant la reonstrution d'une sène de la simulation

Étape

1

10

Étape

1

4

Étape

1

2

Étape

3

4

Dernière

Étape

z-bu�er

3

10,88 26,03 50,14 74,20 99,42

Voiture z-trae

3

0,56 0,57 0,57 0,58 0,57

t-trae

4

0,06 0,09 0,17 0,25 0,31

z-bu�er

3

3,35 8,19 16,37 24,28 32,46

Cendrier z-trae

3

0,39 0,40 0,41 0,40 0,41

t-trae

4

0,06 0,08 0,10 0,12 0,13

Tab. 5.4 � Reonstrution d'une sène de la simulation pour une étape donnée

(temps en seondes).

Résultats onernant l'animation de la simulation

[0,

1

10

℄ [

1

10

,

1

4

℄ [

1

4

,

1

2

℄ [

1

2

,

3

4

℄ [

3

4

,�n℄ [0,�n℄

[0,

1

10

℄ [0,

1

10

℄ ℄

1

10

,

1

4

℄ [0,

1

4

℄ ℄

1

4

,

1

2

℄ [0,

1

2

℄ ℄

1

2

,

3

4

℄ [0,

3

4

℄ ℄

3

4

,�n℄ [0,�n℄

Voiture (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b) (b)

z-bu�er 11,21 10,71 16,31 25,81 27,36 50,81 27,24 76,02 26,86 108,86

t-trae 1,49 0,55 2,03 0,61 7,19 0,66 7,19 0,71 7,53 24,44

Cendrier (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b) (a) (b) (b)

z-bu�er 4,29 3,85 5,65 8,78 8,57 16,91 8,68 25,05 9,01 36,47

t-trae 1,60 0,55 1,64 0,60 2,03 0,61 2,42 0,65 1,92 9,73

Tab. 5.5 � Animation pour le as de la voiture (temps en seondes).

3

Pour une simulation.

4

Moyenne pour 100 simulations.
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Dans le tableau 5.4 de la page 81, nous avons relevé le temps néessaire pour une

étape quelonque : pour la onstrution du z-bu�er étendu, pour la reonstrution

de la sène ave la trae en Z, et pour la reonstrution de la sène ave la trae en

temps.

Pour ommener, nous nous intéresserons aux résultats de simulation oner-

nant la simulation de la voiture et répertoriés dans le tableau 5.4 de la page 81.

Ces résultats mettent en évidene l'utilité et l'e�aité des traes. La trae en Z est

onstruite en 103,04 s (tableau 5.3 de la page 80) soit seulement 3,6% de plus que

la seule onstrution du z-bu�er étendu. Mais la trae en Z néessite 45,64 Mo soit

921,5% de plus que le z-bu�er étendu. La onstrution de la trae en Z ne néessite

don qu'un supplément de temps négligeable par rapport au temps de onstrution

du z-bu�er étendu, en ontrepartie, l'oupation mémoire est bien plus importante

dans le as de la trae que pour le seul z-bu�er étendu.

Pour reonstruire une sène quelonque, la trae en Z n'utilise dans le pire des as

que 5,2% du temps néessaire pour onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu.

Nous devons don faire un hoix entre la mémoire et le temps.

Nous pouvons de même examiner le as de la trae en temps. Cette dernière est

onstruite en 101,23 s soit seulement 1,8% de plus que la seule onstrution du z-

bu�er étendu. Elle oupe 24,88 Mo soit 456,9% de plus que le z-bu�er étendu.

Pour reonstruire une sène quelonque dans le pire des as, la trae en temps n'uti-

lise dans le pire des as que 0,5% du temps néessaire pour onstruire la même sène

ave le z-bu�er étendu.

Bien que la trae en Z et la trae en temps soient totalement indépendantes, la

trae en temps est plus rapide à mettre en plae que la trae en Z. En e�et, elle

n'est atualisée que dans ertains as (f. règle 6 de la page 55), alors que la trae

en Z suit toutes les étapes d'atualisation du z-bu�er étendu. D'autre part, dans la

trae en temps, les éléments en temps sont déjà ordonnés lors de leur réation, alors

que pour la trae en Z, les éléments Z sont à ordonner dans la liste. En utilisant

la trae en temps la sène est reonstruite plus rapidement. En e�et, nous n'avons

pas besoin d'explorer toute ette trae pour retrouver la valeur souhaitée (la ou-

leur), ontrairement à la trae en Z où tous les éléments en Z doivent être parourus

pour véri�er s'ils respetent les inégalités permettant la reonstrution de la sène,

et ela quelque soit l'étape hoisie. La trae en temps oupe moins de mémoire

que la trae en Z. Elle paraît don plus adaptée pour reonstruire rapidement une

sène, mais la trae en Z a néanmoins l'avantage de reréer un z-bu�er étendu, e

qui permet d'aller au-delà des observations et de reommener la simulation ave

des trajetoires di�érentes. Comme pour la trae en Z, il faut hoisir entre le temps



CHAPITRE 5. EVALUATION EXPERIMENTALE 83

et les possibilités d'ations.

Les résultats obtenus pour la simulation d'usinage du endrier (tableau 5.4 de

la page 81) on�rment les observations et remarques préédentes. En e�et, dans e

as, la trae en Z est onstruite en seulement 7,8% de temps de plus que le temps

néessaire à la seule onstrution du z-bu�er étendu. La trae en Z néessite aussi

499,4% de mémoire de plus que le z-bu�er étendu.

Pour reonstruire une sène quelonque, la trae en Z n'utilise dans le pire des as

que 4,3% du temps néessaire pour onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu.

Quant à la trae en temps, elle est onstruite en un temps de 4,3% de plus que le

temps néessaire à la onstrution du z-bu�er étendu, et oupe 123,9% de mémoire

de plus que e dernier. Pour reonstruire une sène quelonque dans le pire des as,

la trae en temps n'utilise dans le pire des as que 1,8% du temps néessaire pour

onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu.

Les résultats préédents montrent l'e�aité des strutures de données : la re-

onstrution d'une étape quelonque d'une trae (en temps ou en Z) prend moins de

temps dans tous les as que la onstrution du z-bu�er étendu jusqu'à ette étape,

'est pourquoi nous allons utiliser la trae en temps (la plus rapide) pour réaliser

une simulation interative et revisualiser la simulation de la pièe entre deux étapes

quelonques hoisies par l'utilisateur.

5.3.2 Animation de la simulation

Nous avons étudié l'animation de deux manières, en a�hant suessivement

toutes les étapes à l'éran : tout d'abord, la simulation est exéutée en utilisant le

z-bu�er étendu, ensuite la trae en temps est utilisée. L'animation est réalisée entre

deux étapes E

n

et E

m

, elle est notée par l'intervalle [E

n

,E

m

℄ dans le tableau 5.5 de

la page 81. Par exemple, pour la olonne qui ontient l'intervalle [

1

10

,

1

4

℄, l'animation

ommene par une image orrespondant à un dixième des trajetoires (E

n

=

1

10

) et

elle se termine lorsque le quart des trajetoires à été traité (E

m

=

1

4

).

Nous avons don rejoué la simulation d'une étape E

n

à une étape E

m

. Lorsque

E

n

6=0, une phase préliminaire est néessaire. Elle permet de repérer dans la stru-

ture de données la première étape de la simulation (E

n

). A partir de là, l'animation

proprement dite (e que voit l'utilisateur) peut ommener et se dérouler de l'étape

E

n

à l'étape E

m

. C'est pourquoi nous avons relevé les temps d'exéution dans les

deux phases suivantes :

� de 0 à E

n

(si E

n

6=0) (olonne (a)). Pour la première ligne, le temps d'exéution

inlue la onstrution du z-bu�er étendu jusqu'à l'étape E

n

et l'a�hage de
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m

0
Animation

0

Affichage de
l’image pour toutes les étapes

Mise à jour de l’image

correspondant à l’étape
Recherche de l’élément en temps

0 z-buffer étendu
Construction du

Affichage de
l’image pour toutes les étapes

Mise à jour de l’image

fin

fin

fin

Construction du
z-buffer étendu

E

E

E

E

E E

n

n

n m

m

Fig. 5.5 � Mise en plae d'une animation d'une étape E

n

à une étape E

m

l'image orrespondant à l'étape E

n

. Dans la seonde ligne, le temps d'exéution

orrespond à la reherhe dans la trae de l'élément en temps onforme à

l'étape E

n

et à l'a�hage de la ouleur de et élément et ela pour haque

pixel.

� de E

n

à E

m

(olonne (b)). Pour les étapes E

i

telles que E

n

< E

i

� E

m

, le temps

d'exéution de la première ligne omprend l'évolution du z-bu�er étendu de

l'étape E

n

à l'étape E

m

et la mise à jour de l'image pour toutes les étapes E

i

.

Dans la seonde ligne, le temps d'exéution tient ompte de la reherhe dans

la trae de la position de l'élément en temps orrespondant aux étapes E

i

et

de l'a�hage de la mise à jour de l'image. Si E

n

=0 alors nous a�hons au

début de la simulation l'image orrespondant à l'étape 0, 'est à dire le brut.

Remarquons que si nous totalisons les olonnes étiquetées (b) en exluant la dernière,

nous trouvons un résultat ohérent ave elui de la dernière olonne qui orrespond

à une simulation omplète.
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Ces résultats mettent en évidene l'utilité d'une trae en temps pour la mise en

plae d'une animation. En e�et, l'animation obtenue à partir de la trae en temps est

quasiment dix fois plus rapide pour les étapes du début d'usinage que elle obtenue

à partir du z-bu�er étendu. Si nous resimulons l'usinage dans son intégralité, la trae

en temps est 4,4 fois plus rapide qu'ave le z-bu�er étendu pour la voiture et 3,7 fois

plus rapide pour le endrier.

Dans le as de la voiture par exemple, le z-bu�er étendu est généré par 17 108

trajetoires en 108,86 s, soit 6,36 ms par trajetoire. La struture de données de

la trae en temps garde les informations néessaires à la simulation des 17 108

trajetoires qui est alors exéutée en 24,44 s, soit 1,43 ms par trajetoire. La trae

en temps permet d'obtenir une animation plus rapide, plus e�ae et don plus

onviviale pour l'opérateur. Dans le tableau 5.5 de la page 81, les sènes ont été

rejouées de manière hronologique, mais l'animation pourrait également remonter le

temps et rembobiner la trae : elle ommenerait alors par des sènes de �n d'usinage

et se �nirait par des sènes de début d'usinage. En remontant ainsi pas à pas dans

la simulation, on pourrait repérer préisément les étapes de la simulation où une

erreur d'usinage se produit. La solution algorithmique onsiste à transformer les

listes ordonnées haînées d'éléments en temps assoiées à haque pixel en listes

ordonnées doublement haînées ave un léger suroût en temps lors de la onstrution

et un suroût de mémoire de 33,3% par rapport à la liste simplement haînée dû à

l'introdution d'un pointeur supplémentaire.

5.4 Le z-bu�er étendu sous forme d'Interval Treap

5.4.1 Création de l'Interval Treap et des Traes

Pour la voiture, la réation du z-bu�er étendu s'e�etue en 99,42 s, tandis que

la onstrution de l'Interval Treap néessite 341,13 s. Ces temps ne tiennent pas

ompte des temps d'a�hage. La struture de donnée de l'Interval Treap met don

3,43 fois plus de temps pour être mise en plae que la struture de liste haînée.

Pour le endrier, la struture de donnée de l'Interval Treap met que 2,74 fois plus

de temps pour être mise en plae que la struture de liste haînée.

Les résultats de simulation liés à l'oupation mémoire sont regroupés dans les

tableaux 5.1-5.2 de la page 80. A la �n de la simulation de la voiture, l'Interval Treap

oupe 10 fois plus d'espae mémoire que tous les dexels qui ont été néessaire pour

le mise en plae du z-bu�er étendu sous forme de liste haînée. Mais en assoiant la

z-trae et la t-trae au z-bu�er étendu, nous pouvons reonstruire le z-bu�er étendu

et/ou a�her rapidement une sène quelonque de la simulation. Nous atteignons

alors une oupation mémoire de 4; 46+ 45; 64+ 24; 88 soit 74,98 Mo alors que l'In-

terval Treap qui permet aussi de reonstruire et/ou d'a�her une sène quelonque
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de la simulation n'oupe que 45,66 Mo, soit un gain mémoire de 40 %. Pour le

endrier, le gain mémoire est de 32,7 %, puisque l'oupation mémoire de l'Interval

Treap seul représente 32,54 Mo alors que l'oupation mémoire ombinée du z-bu�er

et des traes représente 5; 13 + 31; 77 + 11; 49 soit 48,39 Mo.

5.4.2 Reonstrution de sènes quelonques de la simulation

Ensuite, omme préédemment, nous nous sommes intéressés à des sènes de la si-

mulation orrespondant à des positions élémentaires arbitraires. Lors de la onstru-

tion du z-bu�er sous forme de liste haînée, les étapes

1

10

,

1

4

,

1

2

,

3

4

et la dernière étape

néessitent respetivement 10,88 s, 26,03 s, 50,14 s, 74,20 s et 99,42 s pour la voi-

ture et 3,35 s, 8,19 s, 16,37 s, 24,28 s et 32,46 s pour le endrier, 'est à dire de

l'ordre de plusieurs dizaines de seondes. Nous avons relevé sur les �gures 5.6 et 5.7

de la page 87 le temps néessaire pour la mise en plae de l'a�hage d'une sène

quelonque par la t-trae et l'Interval Treap (IT(a�)) et la reonstrution d'une

sène quelonque par la z-trae et l'Interval Treap (IT(re)) pour la simulation de

la voiture et du endrier. Ces temps ne représentent plus que des dixièmes de seonde.

Pour a�her une sène quelonque de la simulation de la voiture, l'Interval Treap

met, dans le pire des as, 3,7 fois plus de temps que la t-trae, e qui ne représente

que 2,2% du temps néessaire pour onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu.

L'a�hage d'une sène ave un Interval Treap est moins rapide que l'a�hage de la

même sène ave la t-trae ar il faut tenir ompte de l'exploration des feuilles vides

de l'Interval Treap qui peuvent être plus ou moins nombreuses suivant le point de

vue hoisi.

Pour reonstruire une sène quelonque, l'Interval Treap met dans le meilleur des

as 30% de moins que le temps néessaire pour reonstruire la même sène ave la

z-trae et dans le pire des as, l'Interval Treap ne met que 40% plus de temps que

la z-trae. L'exploration des feuilles vides, qui n'apparaissent pas dans la struture

de la z-trae, explique pourquoi les temps de reonstrution ave l'Interval Treap

sont plus importants pour les sènes de �n de simulation. Mais, dans le pire des

as, l'Interval Treap n'utilise que 2,0% du temps néessaire pour onstruire la même

sène ave le z-bu�er étendu. Notons qu'il su�t de reréer seulement 4 sènes de �n

de simulation pour valider la struture de l'Interval Treap.
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Fig. 5.6 � Reonstrution d'une sène pour la voiture (en seondes)
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Fig. 5.7 � Reonstrution d'une sène pour le endrier (en seondes)



CHAPITRE 5. EVALUATION EXPERIMENTALE 88

La simulation du endrier on�rme les observations et remarques préédentes.

Pour a�her une sène quelonque de la simulation du endrier, l'Interval Treap

met, dans le pire des as, 4,7 fois plus de temps que la t-trae, e qui ne représente

que 3,8% du temps néessaire pour onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu.

Pour reonstruire une sène quelonque, l'Interval Treap met dans le meilleur des

as 40% de moins que le temps néessaire pour reonstruire la même sène ave la

z-trae et dans le pire des as, l'Interval Treap ne met que 50% plus de temps que

la z-trae. Mais, dans le pire des as, l'Interval Treap n'utilise que 6,6% du temps

néessaire pour onstruire la même sène ave le z-bu�er étendu. Notons qu'il su�t

de reréer seulement 3 sènes de �n de simulation pour valider la struture de l'In-

terval Treap.

Modèles d'Interval Treap potentiels au ours d'une simulation

Nous nous sommes ensuite intéressés aux di�érentes formes d'arbres pouvant être

obtenus au ours d'une simulation. Ils sont représentés sur les �gures 5.8 et 5.9 de

la page 89. Le nombre de noeuds, la hauteur moyenne, la hauteur maximale per-

mettent de dé�nir l'équilibre de l'arbre

1

. L'équilibre d'un Interval Treap dépend des

paramètres de simulation, notamment de l'angle de vue (orientation de la pièe dans

l'espae image) et de la stratégie d'usinage. Par exemple, l'arbre non équilibré dit de

modèle 1 est obtenu pour un usinage en zigzag. Par symétrie, on obtient également

un arbre non équilibré dit de modèle 3, obtenu aussi pour un usinage en zigzag. Un

usinage de type ontour parallèle produirait un arbre se rapprohant d'un Interval

Treap équilibré de modèle 2. Les Interval Treap non équilibrés de modèle 1 sont

obtenus pour un usinage en zigzag, et 'est sur et exemple qui n'est pas le plus

favorable pour notre struture de données que nous avons étudié les performanes

de ette nouvelle implémentation pour le z-bu�er étendu. Ce déséquilibre est mis en

évidene par des temps très prohes pour l'a�hage et la reonstrution d'une sène

à l'aide d'un Interval Treap (IT). En e�et, pour reonstruire un IT à une étape i

de la simulation à partir d'un IT équilibré de modèle 2, il faut parourir toutes les

branhes de et arbre, e qui néessite de nombreux retours en arrière, ontraire-

ment à l'a�hage de la même sène i qui ne néessite qu'une exploration partielle de

l'arbre jusqu'au noeud herhé (qui est en fait la dernière feuille de l'IT tel qu'il était

à l'étape i). Pour les arbres déséquilibrés de modèle 1 et 3, les retours en arrière sont

1

La hauteur d'un noeud n d'un arbre est la longueur du plus long hemin entre la raine de

l'arbre et le noeud n. La hauteur moyenne est la moyenne de toutes les hauteurs de l'arbre. La

hauteur maximale, appelée aussi hauteur de l'arbre, est la plus grande hauteur que peut avoir un

noeud quelonque de l'arbre

Un arbre binaire est dit équilibré si pour haque noeud, les hauteurs des sous-arbres gauhe et

droit di�érent d'un au plus. [38, 51℄
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nettement moins nombreux, l'exploration partielle de l'arbre et l'exploration totale

ne di�èrent que de très peu de branhes. Ainsi, pour la reonstrution d'une sène,

et notamment pour les étapes de début et de milieu de simulation, l'exploration d'un

Interval Treap déséquilibré de modèle 1 ou 3 peut être plus rapide que elle d'un

Interval Treap équilibré, puisqu'il y aura moins de branhes à explorer.
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* *
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*

*
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*

Fig. 5.8 � Interval Treap non équilibré obtenu au ours de la simulation dit de

modèle 1
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Fig. 5.9 � Interval Treap équilibré obtenu au ours de la simulation dit de modèle 2
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5.4.3 Etude Analytique

L'analyse d'algorithme fait référene à deux oneptions di�érentes pour l'étude

des performanes d'un programme. La première approhe herhe à déterminer

l'ordre de grandeur des performanes d'un algorithme en onsidérant le pire des

as. Nous prouvons alors que pour n'importe quel algorithme résolvant un problème

partiulier, il existe une borne inférieure, ette borne oinide ave les performanes

de l'algorithme dans le pire des as. C'est ette approhe qui nous permet de dire que

dans le pire des as la reherhe d'un élément dans une liste haînée de N éléments

est en O(N). La seonde approhe onsiste à aratériser de façon rigoureuse les per-

formanes d'un algorithme en les analysant dans le meilleur des as, le as moyen et

le pire des as ave des méthodes permettant d'a�ner le préision. Cette approhe

repose sur le dénombrement préis des di�érentes on�gurations d'une struture de

données. Sedgewik [52℄ utilise le fait que les algorithmes peuvent généralement être

formulés en termes de proédures réursives ou itératives pour aboutir à des réur-

renes permettant soit de dérire le as moyen, soit de borner les performanes dans

le meilleur ou le pire des as. Comme les relations de réurrenes peuvent être réso-

lues à l'aide de séries génératries (transformée en Z), Sedgewik utilise maintenant

es séries omme un outil de dénombrement systématique d'objets ombinatoires,

où l'objet ombinatoire représente une struture de données manipulée par un algo-

rithme.

Nous nous intéressons ii à ette dernière approhe puisque notre étude porte sur la

alul et l'évaluation de la hauteur moyenne dans un Interval Treap a�n de araté-

riser et de lassi�er au mieux l'équilibre de es arbre de reherhe. Dans le meilleur

des as, l'arbre de N noeuds est équilibré, sa hauteur maximale est en log

2

N et

les opérations d'insertion et de reherhe d'un élément peuvent être implémentées

en un temps log

2

N . Dans le pire des as, l'arbre est omplètement déséquilibré (un

noeud par niveau), sa hauteur maximale est en N et les opérations d'insertion et de

reherhe d'un élément peuvent être implémentées en un temps N . Ainsi, le ara-

tère équilibré de l'arbre a une in�uene sur le temps de onstrution de l'Interval

Treap et le temps néessaire pour l'a�hage ou la reonstrution d'une sène de la

simulation qui se ramène à la reherhe d'éléments dans l'IT. Prenons par exemple

l'arbre de modèle 1 de la �gure 5.8 de la page 89 qui est un Interval Treap obtenu

au ours de la simulation de la voiture. Cet arbre a 38 noeuds e qui est voisin

du nombre moyen de noeuds des Interval Treap de la simulation. Dans le meilleur

des as, l'arbre de reherhe est équilibré. La hauteur moyenne pour un arbre de

reherhe équilibré de 38 noeuds est de H

equilibre

= 3; 5. Dans le pire des as, l'arbre

de reherhe est omplètement déséquilibré. La hauteur moyenne pour un arbre de

reherhe omplètement déséquilibré de N noeuds est de H

non equilibre

=

N�1

2

, don
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pour un arbre de 38 noeuds H

non equilibre

= 18; 5. Pour le as moyen, Sedgewik [52℄

a étudié les arbres binaires de reherhe obtenus à partir d'un tirage aléatoire de

leurs lés. Il en a déduit la formule suivante pour la hauteur moyenne d'un arbre de

N noeuds : H

aleatoire

= 4; 311� ln(N) + o(ln(N)), don pour un arbre de 38 noeuds

H

aleatoire

= 15; 68. La hauteur moyenne alulée sur l'Interval Treap de modèle 1 de

la �gure 5.8 de la page 89 est : H

IT1

= 9; 11. Cette valeur est à peu près deux fois

elle d'un arbre omplètement déséquilibré, elle se rapprohe de la hauteur moyenne

d'un arbre équilibré. L'utilisation de l'Interval Treap omme nouvelle struture de

données du z-bu�er étendu est don intéressante, même dans un as omme elui de

l'exemple qui est défavorable.

5.5 Utilisation des Skip lists

Comme nous l'avons proposé dans le hapitre préédent, nous allons étudier

l'in�uene des skip lists uniquement sur les traes, puisque dans le as du z-bu�er

étendu sous forme de liste haînée, il s'agit de retrouver un intervalle et non un

point.

5.5.1 Strutures de données pour la trae en Z

L'utilisation de skip lists peut être intéressante lors de la onstrution de la trae

en Z. En e�et, lors de la onstrution de ette trae, un ertain nombre d'éléments en

Z sont réés, puis mis à jour mais auun élément n'est supprimé. Dans le tableau 5.6

de la page 91, nous avons relevé les temps de onstrution des traes en Z sous forme

de liste haînée simple et de skip list aléatoire.

Pièe Type z-trae z-trae

usinée d'usinage liste haînée skip list

Voiture zigzag 103,04 104,97

Cendrier ontour parallèle 34,99 33,49

Tab. 5.6 � Comparaison liste haînée et skip list pour la trae en Z (en seondes)

La trae en Z sous forme de skip list est don plus rapide pour traiter des �hiers

d'usinage érits à partir d'une stratégie de type ontour parallèle et la trae en Z

sous forme de liste haînée est plus e�ae pour les �hiers d'usinage érits à partir

d'une stratégie de type zigzag.
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5.5.2 Strutures de données pour la trae en temps

L'utilisation d'une skip list pour la trae en temps intervient au moment de l'a�-

hage d'une sène grâe à ette nouvelle fontionnalité. En e�et, lors de la onstru-

tion de la trae en temps, l'élément de base de la trae (le dernier FarZ modi�é du

z-bu�er étendu) vient toujours s'insérer en bout de liste. L'insertion de e nouvel

élément est failement réalisable si on mémorise toujours le dernier élément ourant

de la trae. C'est pourquoi, nous avons hoisi de onstruire tout d'abord la trae en

temps sous forme de liste haînée simple. Ce n'est qu'après la totale onstrution de

la trae en temps que nous modi�erons la struture de données.

L'opération de reherhe d'un élément dans la trae en temps est la seule opéra-

tion utilisée lors de l'a�hage d'une sène. Les skips lists sont des strutures de

données plus performantes que les listes haînées pour e type d'opération. C'est

pourquoi, nous avons hoisi d'implémenter la trae en temps sous forme de skip list

déterministe presque parfaite et de skip list aléatoire.

5.5.2.1 Utilisation de skip lists déterministes presque parfaites

Pour étudier les performanes de la trae en temps sous forme de skip lists

déterministes, nous avons hoisi de répartir les sauts uniformément le long de la

skip list. Nous obtenons de manière déterministe une skip list parfaite où un noeud

de niveau i pointe sur le (2

i

)ème noeud suivant. Les tests ont été e�etués sur des

skip lists presque parfaites de hauteur maximale allant de 1 à 6. La skip list parfaite

de hauteur maximale h = 1 orrespond à une simple liste haînée. La skip list

parfaite de hauteur maximale h = 6 saute au plus 32 noeuds de la skip list (soit

2

h�1

= 2

5

noeuds). Les skip lists obtenues au ours de la simulation sont en fait des

skip lists presque parfaites ar elles ontiennent un nombre quelonque de noeuds,

pas obligatoirement égal à une puissane de deux. Dans une telle skip list de n

éléments, nous obtiendrons (bx orrespond à la partie entière de x par défaut) :
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Mise en plae d'une trae en temps

sous forme de skip lists presque parfaites (voiture)

Noeuds L

1

Noeuds L

2

Noeuds L

3

Noeuds L

4

Noeuds L

5

Noeuds L

6

Ttrae L

6

950 901 475 623 237 294 118 630 60 289 331 793

Ttrae L

5

950 901 475 623 237 294 118 630 392 082 �

Ttrae L

4

950 901 475 623 237 294 510 712 � �

Ttrae L

3

950 901 475 623 748 006 � � �

Ttrae L

2

950 901 1 223 629 � � � �

Ttrae L

1

2 174 530 � � � � �

Tab. 5.7 � Répartition du nombre de noeuds par niveaux pour la voiture

Mémoire Statique Mémoire Dynamique

Ttrae L

6

69 584 960 (soit 66,36Mo) 38 919 248 (soit 37,12Mo)

Ttrae L

5

60 886 840 (soit 58,07Mo) 37 592 076 (soit 35,85Mo)

Ttrae L

4

52 188 720 (soit 49,77Mo) 36 023 748 (soit 34,35Mo)

Ttrae L

3

43 490 600 (soit 41,47Mo) 33 980 900 (soit 32,41Mo)

Ttrae L

2

34 792 480 (soit 33,18Mo) 30 988 876 (soit 29,55Mo)

Ttrae L

1

26 094 360 (soit 24,88Mo) 26 094 360 (soit 24,88Mo)

Tab. 5.8 � Oupation mémoire des skip lists pour la voiture (en otets)

Ttrae L

1

Ttrae L

2

Ttrae L

3

Ttrae L

4

Ttrae L

5

Ttrae L

6

� 0,38 0,49 0,61 0,72 0,82

Tab. 5.9 � Constrution la trae en temps sous forme de skip list presque parfaites

pour la voiture (en seondes)
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Mise en plae d'une trae en temps

sous forme de skip lists presque parfaites (endrier)

Noeuds L

1

Noeuds L

2

Noeuds L

3

Noeuds L

4

Noeuds L

5

Noeuds L

6

Ttrae L

6

359 370 179 153 88 841 42 164 19 159 315 487

Ttrae L

5

359 370 179 153 88 841 42 164 335 006 �

Ttrae L

4

359 370 179 153 88 841 377 710 � �

Ttrae L

3

359 370 179 153 466 011 � � �

Ttrae L

2

359 370 645 164 � � � �

Ttrae L

1

1 004 534 � � � � �

Tab. 5.10 � Répartition du nombre de noeuds par niveaux pour le endrier

Mémoire Statique Mémoire Dynamique

Ttrae L

6

32 145 088 (soit 30,66Mo) 20 599 680 (soit 19,64Mo)

Ttrae L

5

28 126 952 (soit 28,82Mo) 19 347 812 (soit 18,45Mo)

Ttrae L

4

24 108 816 (soit 22,99Mo) 18 007 788 (soit 17,17Mo)

Ttrae L

3

20 090 680 (soit 19,16Mo) 16 499 108 (soit 15,73Mo)

Ttrae L

2

16 072 544 (soit 15,33Mo) 14 635 064 (soit 13,96Mo)

Ttrae L

1

12 054 408 (soit 11,49Mo) 12 054 408 (soit 11,49Mo)

Tab. 5.11 � Oupation mémoire des skip lists pour le endrier (en otets)

Ttrae L

1

Ttrae L

2

Ttrae L

3

Ttrae L

4

Ttrae L

5

Ttrae L

6

� 0,16 0,22 0,27 0,33 0,38

Tab. 5.12 � Constrution la trae en temps sous forme de skip list presque parfaites

pour le endrier (en seondes)
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� l

6

= b

n

2

5

 noeuds pour le niveau 6,

� l

5

= b

n

2

4

 � l

6

noeuds pour le niveau 5,

� l

4

= b

n

2

3

 � l

6

� l

5

noeuds pour le niveau 4,

� l

3

= b

n

2

2

 � l

6

� l

5

� l

4

noeuds pour le niveau 3,

� l

2

= b

n

2

 � l

6

� l

5

� l

4

� l

3

noeuds pour le niveau 2,

� l

1

= b

n

2

 noeuds pour le niveau 1.

Tout d'abord, dans les tableaux 5.7 et 5.10, nous avons relevé la répartition des dif-

férents noeuds pour haque skip list onstruite. Nous appelons Noeuds L

k

, le nombre

de noeuds de niveau k présents dans la skip list. Nous appelons Ttrae L

k

, une trae

en temps mise sous la forme d'une skip list presque parfaite de hauteur maximale

k. La Ttrae L

1

orrespond en fait à la liste haînée standard.

En e qui onerne l'oupation mémoire, rappelons qu'un élément en temps de

la trae en temps simple sous forme de liste haînée oupe 12 otets, et un pointeur

supplémentaire oupe 4 otets. Deux méthodes peuvent alors être envisagées pour

transformer une t-trae en skip list presque parfaite. La première méthode onsiste

à allouer la mémoire de manière dynamique. Pour haque nouveau pointeur, la mé-

moire est inrémentée de 4 otets. La seonde méthode onsiste à allouer la mémoire

de manière statique. Pour une skip list presque parfaite de niveau k, tous les noeuds

ouperont : (12 + 4�k) otets. A partir des tableaux 5.7 et 5.10, nous pouvons

aluler l'oupation mémoire et reporter es résultats dans les tableaux 5.8 et 5.11.

Pour notre appliation, nous avons hoisi une implémentation statique de la mé-

moire, e qui permet de onstruire plus rapidement les skip lists. En e�et, pour un

nouveau niveau, seul le hamp orrespondant au pointeur de e niveau doit être mis

à jour, il n'y a pas de nouvelle alloation mémoire à mettre en oeuvre au ours de

l'obtention de la skip list. Une skip list de niveau k, onstruite de manière statique

oupera

2+k

3

fois plus de mémoire que la liste haînée simple.

Ensuite, nous nous sommes intéressés au temps supplémentaire néessaire pour

transformer la liste haînée en skip list. Ces résultats sont regroupés dans les ta-

bleaux 5.9 et 5.12. Pour la voiture, la réation du z-bu�er néessite 99,42 seondes,

tandis que la réation du z-bu�er et la réation de la trae en temps néessite 101,23

seondes. On en déduit que la réation de la trae en temps s'e�etue en 1,81 se-

ondes. Dans le meilleur des as, la transformation de la trae en temps de liste
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haînée en skip list de niveau 2 s'e�etue en 0,38 seonde, soit 21 % du temps né-

essaire pour réer ette trae en temps. Dans le pire des as, la transformation de

la trae en temps de liste haînée en skip list de niveau 6 s'e�etue en 0,82 seonde,

soit 45,3 % du temps néessaire pour réer ette trae en temps.

Pour le endrier, la réation du z-bu�er néessite 33,86 seondes, tandis que la réa-

tion du z-bu�er et la réation de la trae en temps néessite 32,46 seondes. On

en déduit que la réation de la trae en temps s'e�etue en 1,40 seonde. Dans le

meilleur des as, la transformation de la trae en temps de liste haînée en skip list

de niveau 2 s'e�etue en 0,16 seonde, soit 15,7 % du temps néessaire pour réer

ette trae en temps. Dans le pire des as, la transformation de la trae en temps

de liste haînée en skip list de niveau 6 s'e�etue en 0,38 seonde, soit 27,1 % du

temps néessaire pour réer ette trae en temps.

Quelle que soit la pièe usinée, la mise en plae de la transformation de la trae en

temps en skip lists presque parfaites est très rapide.

Ensuite, nous avons étudié les temps de reonstrution des sènes sans a�hage.

Pour la reherhe d'un élément de valeur v

f

dans la skip list, nous avons optimisé

l'algorithme présenté à la page 64. En e�et, on remarque qu'entre deux noeuds de

niveau i, on trouve toujours :

� 1 noeud de niveau i-1,

� 2 noeuds de niveau i-2,

� 4 noeuds de niveau i-3,

� ...,

� 2

j�1

noeuds de niveau i-j (1 < j < i)

En e�et, onsidérons que le nème noeud de la skip list soit un noeud de niveau i.

Appelons e noeud N

1

. Le noeud suivant de niveau i dans la skip list est don le

n + 2

i

ème noeud de la skip list. Appelons e noeud N

3

. Le noeud N

1

est aussi un

noeud de niveau i�1 dans la skip list. Le noeud suivant de niveau i�1 est le n+2

i�1

ème noeud de la skip list. Appelons e noeud N

2

. Le noeud suivant de niveau i� 1

est le (n+2

i�1

)+ 2

i�1

soit n+2

i

ème noeud de la skip list, 'est à dire le noeud N

3

,

qui est aussi un noeud de niveau i.

Nous pouvons en déduire la règle suivante sur la skip list presque parfaite :

Dans une skip list presque parfaite, entre deux noeuds de niveau i, il y aura au plus

un noeud de niveau i-1.

Reherhons une étape de réation dans la skip list et supposons que l'exploration

des noeuds de niveau i est terminée et intéressons nous au niveau i� 1. D'après la

règle préédente, pour le niveau i � 1, la onsultation de l'étape de réation d'un

seul noeud est néessaire pour se déplaer dans la skip list. En e�et, si on examinait
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l'étape de réation de deux noeuds de niveau i-1, ela reviendrait à sauter deux

noeuds de niveau i-1, don à se retrouver sur un noeud de niveau i dont l'étape de

réation a déjà examinée lors de l'exploration du niveau i. L'algorithme préédent

dû à Pugh peut être optimisé.

Pour le parours de la skip list sur le niveau maximum, il faut sauter un ertain

nombre de noeuds pour se positionner orretement au plus près du noeud ontenant

la valeur v

f

herhée. Le nombre de noeuds sautés est ompris entre 1 et N

max

où

N

max

= b

n

2

h

max

�1

 est le nombre de noeuds de niveau maximum (h

max

) dans une

skip list de n noeuds.

Pour les parours de la skip list sur les niveaux i inférieurs au niveau maximum, il

su�t juste de tester l'étape de réation du noeud suivant de niveau i � 1. Si ette

étape de réation est inférieure à l'étape de réation herhée, e noeud devient le

nouveau noeud ourant.

ReonstrutionSene (EtapeCreationCherhee)

x :=TourTeteDeListe

tant que (x.suivant[NiveauMax℄.EtapeCreation < EtapeCreationCherhee) faire

x :=x.suivant[NiveauMax℄

�n tant que

pour i := (NiveauMax-1) à 2 faire

si (x.suivant[i℄.EtapeCreation < EtapeCreationCherhee)

alors x :=x.suivant[i℄

�n si

�n pour

si (x.suivant[1℄.EtapeCreation=EtapeCreationCherhee)

alors retourne x.suivant[1℄.CouleurPixel

sinon retourne x.CouleurPixel

�n si

Nous pouvons alors examiner dans le pire des as le temps de reherhe d'un noeud

dans la skip list. Supposons que e noeud soit le p

ème

noeud dans une skip list de

hauteur maximale 6 et onsidérons que la tour de tête oupe la position 0. Nous

pouvons déomposer p :

p = a� 2

5

+ b� 2

4

+ � 2

3

+ d� 2

2

+ e� 2

1

+ f � 2

0

D'après l'analyse préédente, dans le pire des as et pour haque niveau inférieur au

niveau 6, on aura un seul noeud à explorer. Si a = 0 alors, il faudra quand même

explorer un noeud de niveau maximum 6, sinon il faudra explorer (a+1) noeuds de

niveau maximum dans le pire des as. En fait dans le pire des as, il faut explorer

e�etuer : a + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = a + 5 noeuds. On peut généraliser à une skip
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list presque parfaite de niveau maximum h, dans le pire des as, la reherhe d'un

noeud à la position p telle que : p = a

h�1

� 2

h�1

+ a

h�2

� 2

h�2

+ : : :+ a

0

, et obtenue

en parourant au plus : a

h�1

+ (h� 1) noeuds.

Les temps de reonstrution ont été relevés pour di�érentes étapes de la simula-

tion. Il s'agit d'un temps moyen alulé sur 100 simulations onséutives. Les �-

gures 5.10 et 5.12 des pages 106 et 107 regroupent es résultats respetivement pour

la voiture et le endrier. Sur l'axe des ordonnées, on retrouve les temps de reons-

trution et sur l'axe des absisses, on retrouve les di�érentes sènes de la simulation.

Pour les étapes de début de simulation, les skip lists les plus e�aes sont les

skip lists presque parfaites de hauteurs maximales les plus petites. La liste haînée

simple ou la skip list de niveau 2 sont alors les strutures de données les plus rapides

pour reonstruire une sène. Pour les étapes de �n de simulation, les skip lists les

plus e�aes sont les skip lists presque parfaites de hauteurs maximales les plus

grandes. Les skip lists de niveau 5 ou 6 sont alors les strutures de données les plus

rapides pour la voiture alors que la skip list de niveau 4 est la struture de données

la plus e�ae pour le endrier.

Nous onstatons aussi que plus les skip lists ont une hauteur maximale élevée, plus

les temps de reonstrution des sènes sont prohes. Les points des séries de mesures

des �gures 5.10 et 5.12 des pages 106 et 107 montrent un ertain alignement. Nous

souhaitons déterminer la valeur de la grandeur représentée par la pente de ette

droite. Si la pente est importante, les temps de reonstrutions seront distants, si-

non les temps de reonstrution seront prohes les uns des autres.

Pour justi�er ette proximité, nous allons utiliser la méthode des moindres arrés.

Nous disposons d'un ensemble de n points expérimentaux : M

i

=(x

i

;y

i

) ave i=1...n.

Nous souhaitons ajuster la distribution des n points expérimentaux M

i

par une

droite d'équation :

y = a+ b� (x� x

moy

) = f(x) dite droite de régression de y en x.

x

moy

=

n

�

i=1

x

i

n

est la moyenne des n points expérimentaux, b est la pente de la droite

de régression et a l'ordonnée du point d'absisse x

moy

.

La méthode de moindres-arrés onsiste à hoisir a et b de telle sorte que la somme

des arrés des éarts en ordonnées

n

�

i=1

(y

i

� y

0

i

)

2

soit minimale (ave M point de la

droite de régression de oordonnées (x

i

;y

0

i

) où y

0

i

= f(x

i

)). D'après [53℄, les oe�-

ients a et b répondent aux équations suivantes :

a = y

moy

=

n

�

i=1

y

i

n

b =

n

�

i=1

(x

i

�x

moy

)y

i

n

�

i=1

(x

i

�x

moy

)

2
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Les valeurs b des pentes des droites de régression linéaire ont été alulées dans le

tableau 5.20 de la page 108. Nous avons également alulé dans le tableau 5.21 de

la page 108 les oe�ients de orrélation. D'après [53℄, le oe�ient de orrélation

répond à l'équation suivante :

R =

n

�

i=1

(x

i

�x

moy

)(y

i

�y

moy

)

(n�1)s

x

s

y

ave s

2

x

=

n

�

i=1

(x

i

�x

moy

)

2

n�1

et s

2

y

=

n

�

i=1

(y

i

�y

moy

)

2

n�1

Il permet de véri�er la validité de l'ajustement par une droite. La valeur absolue

du oe�ient de orrélation est toujours omprise entre 0 et 1. Si le oe�ient de

orrélation est égal à 1, les points expérimentaux sont parfaitement alignés ave

les points de la droite de régression linéaire. Plus le oe�ient de orrélation se

rapprohe de 1, meilleur est l'ajustement linéaire. On estime que l'ajustement est

valable pour un oe�ient de orrélation ompris entre 0,7 et 1. En e qui onerne

la voiture, les oe�ients de orrélation sont tous supérieurs à 0,93, les résultats

onernant la droite de régression peuvent être exploités sans problème. En e qui

onerne le endrier, seuls les oe�ients de orrélation des traes en temps de niveau

5 et de niveau 6 posent problème. En s'intéressant plus préisément aux temps de

reonstrution des sènes, on onstate que es temps varient peu, on s'attend don

à une pente de la droite de régression faible, e qui est tout à fait en aord ave la

valeur de pente alulée. On onsidère don que la pente de la droite de régression

est un bon indiateur pour justi�er de la proximité des temps de reonstrution.

Pour la liste haînée simple, la pente de la droite de régression est de 0,3021 pour

la voiture et 0,0824 pour le endrier. Pour la skip list presque parfaite de niveau 6,

la pente de la droite de régression est de 0,0158 pour la voiture et 0,0028 pour le

endrier. Les temps de reonstrution des sènes sont plus homogènes pour les skip

lists de hauteur maximale élevée.

Nous avons alulé dans le tableau 5.13 de la page 100 le nombre de noeuds à

explorer dans le pire des as (en utilisant la formule préédente) pour retrouver un

noeud à une position souhaitée. Nous avons envisagé trois as :

� (1) : le pire des as pour a=2, e qui revient à herher des noeuds entre la

32ème et la 95ème position. En e�et, pour la voiture, la skip list la plus grande

de la simulation est omposée de 87 éléments (a = 2, b = 1,  = 0, d = 1,

e = 1, f = 1). Pour le endrier, la skip list la plus grande de la simulation est

omposée de 94 éléments (a = 2, b = 1,  = 0, d = 1, e = 1, f = 0).

� (2) : le pire des as pour b = 1 (a = 0), e qui revient à herher des noeuds

entre la 16ème et la 31ème position. En E�et, pour la voiture, les skip lists

ont en moyenne 24 éléments (a = 0, b = 1,  = 1, d = 0, e = 0, f = 0) Pour le

endrier, les skip lists ont en moyenne 30 éléments (a = 0, b = 1,  = 0, d = 1,

e = 1, f = 0).
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a=2 b=1 e=1

(entre 64ème et (entre 16ème et (entre 1ème et (1)-(3) (2)-(3)

95ème position) 31ème position) 3ème position)

(1) (2) (3)

Ttrae L

6

7 6 6 1 0

Ttrae L

5

9 5 5 4 0

Ttrae L

4

14 6 4 10 2

Ttrae L

3

25 9 3 22 6

Ttrae L

2

48 16 2 46 14

Ttrae L

1

95 31 3 92 28

Tab. 5.13 � Nombre de noeuds à explorer dans le pire des as pour des skip list de

hauteurs di�érentes

� (3) : le pire des as pour e=1 (a = 0, b = 0,  = 0, d = 0), e qui revient à

herher des noeuds entre la 3ème et la 1ème position, et qui orrespond à des

étapes de début de simulation.

Ensuite, nous avons alulé dans la quatrième olonne du tableau la di�érene du

nombre de noeuds à explorer entre le as (1) et le as (3) et dans la dernière olonne,

la di�érene du nombre de noeuds à explorer entre le as (2) et le as (3). Grâe à

l'étude de es di�érenes, nous allons retrouver les variations de la pente de la droite

de régression onernant les temps de reonstrution de sènes par des skip lists de

niveaux di�érents (tableau 5.20 de la page 108). Nous pouvons onsidérer que le

nombre de noeuds à explorer pour les étapes de début de simulation (olonne (3))

et pour les étapes de �n de simulation (olonne (2) pour la plupart des skip list de

la simulation, et olonne (1) parfois) est proportionnel au temps de reonstrution

des sènes et don à la pente de la droite de régression linéaire orrespondante.

D'après les deux dernières olonnes du tableau, la di�érene entre le nombre de

noeuds à explorer dans le pire des as entre les étapes de début de simulation et les

étapes de �n de simulation augmente lorsque le niveau de la skip list diminue. Cela

on�rme les remarques préédentes onernant les pentes des droites de régression.

Plus les skip lists ont une hauteur maximale élevée, plus la pente de la droite de
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régression linéaire orrespondante est faible et plus les temps de reonstrution des

sènes sont homogènes.

Dans les deux exemples, la skip list la mieux adaptée au problème de reons-

trution d'une sène est la skip list de niveau 4 qui saute au plus 8 noeuds. Cette

skip list oupe 2 fois plus de mémoire qu'une simple liste haînée, la pente de la

droite de régression sur les temps de reonstrution des sènes est de 0,0709 pour la

voiture et 0,0129 pour le endrier.

Pour la voiture, la skip list de niveau 4 met 21,1 % plus de temps que la liste simple

haînée pour reonstruire la sène de l'étape

1

10

, mais 26,2 % moins de temps que la

skip list de niveau 6 qui orrespond ii au pire des as. Pour reonstruire une étape

de �n de simulation, la skip list de niveau 4 met 14,2 % plus de temps que la skip

list de niveau 6, mais 57,5 % moins de temps que la liste haînée simple.

Pour le endrier, la skip list de niveau 4 est la struture de données la plus rapide

que e soient pour les étapes de début de simulation ou de �n de simulation. Elle

met 3,3 % moins de temps que la liste simple haînée pour reonstruire la sène de

l'étape

1

10

, et 25,8 % moins de temps que la skip list de niveau 6 qui orrespond

ii au pire des as. Pour reonstruire une étape de �n de simulation, la skip list de

niveau 4 met 50,7 % moins de temps que la skip list de niveau 6, et 5,5 % moins de

temps que la liste haînée simple.

La skip list de niveau 4 paraît don être un bon ompris pour atteindre rapidement

les sènes de début de simulation, de �n de simulation tout en oupant la mémoire

de manière raisonnable.

5.5.2.2 Utilisation de la dihotomie pour la trae en temps

En s'intéressant de plus près à l'algorithme optimisé pour la reonstrution d'une

sène par des skip lists presque parfaites présenté à la page 97, nous onstatons que

et algorithme se rapprohe du prinipe de la dihotomie. Nous avons don appliquer

le prinipe de la dihotomie à la trae en temps.

� Choix de la méthode de la dihotomie

L'algorithme de la dihotomie e�etue la reherhe d'un élément dans un ta-

bleau trié en réduisant à haque fois l'intervalle de reherhe de moitié. Comme

la dihotomie utilise le fait que le tableau ait été trié au préalable, elle permet

de limiter le nombre de letures à log(N) + 1, et de diminuer ainsi l'espae de

reherhe. C'est une méthode de reherhe très e�ae.

Dans notre appliation, la trae en temps est onstruite suivant des valeurs en

temps roissantes. Il est don aisé de transformer la trae en temps sous forme
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de tableau trié et de lui appliqué le prinipe de la dihotomie présenté i-après.

� Mise en plae de la méthode de la dihotomie

Nous rappelons le prinipe général de la dihotomie : étant donné un tableau

T trié en ordre roissant, et un élément de valeur v

f

, on herhe à savoir où v

f

apparaît dans T. Pour ommener, on ompare la valeur herhée v

f

à l'élé-

ment entral du tableau, si e n'est pas la bonne, un test permet de trouver

dans quelle moitié du tableau on trouvera la valeur v

f

. On ontinue réursive-

ment jusqu'à un sous-tableau de taille 1, e qui revient à réitérer le proessus

jusqu'à trouver la valeur herhée ou jusqu'à e que les bornes inférieure et

supérieure de l'intervalle de reherhe se roisent. Ainsi, à haque itération, la

taille de la sous suite de valeurs à explorer est divisée par deux.

C�té programmation, il vaut mieux implémenter et algorithme de manière

itérative, ar la fontion est exéutée jusqu'à trouver la position désirée. Les

dépilages sont ensuite e�etués mais nous n'avons plus besoin des états inter-

médiaires mémorisés par la réursivité puisque le problème est résolu.

Dans le as de la trae en temps v

f

représente l'étape de réation. Si ette étape

n'est pas présente dans le tableau trié de la trae en temps, nous onsidérons

omme pour les skip lists que l'étape de réation herhée est la première étape

de réation inférieure à v

f

et présente dans la trae en temps. Pour reons-

truire une sène par ette méthode, nous utilisons l'algorithme de dihotomie

lassique.

� Analyse des résultats obtenus par la méthode de la dihotomie

A partir de la trae en temps obtenue au ours de la simulation, nous réons

un tableau trié qui permet d'e�etuer la reherhe dihotomique. Comme le

nombre d'éléments de la trae en temps est onnu, nous allouons le tableau

trié de manière statique et rangeons dans e tableau toutes les traes en temps

de la simulation, les unes à la suite des autres. En réalité, nous devons réer

deux strutures de données pour mener à bien la reherhe dihotomique :

� la première struture de données est le tableau trié présenté préédemment.

Il regroupe toutes les traes en temps de la simulation. Chaque élément du

tableau ontient la valeur en Z de l'élément onsidéré, sa ouleur et son

étape de réation, e qui orrespond à 8 otets par élément du tableau.

� la seonde struture de données est également un tableau qui ontient l'in-

die orrespondant au premier élément de haque trae dans le tableau trié

préédent. Comme à haque pixel de l'éran est assoié une trae, à la �n

de la simulation, nous obtenons pour ette seonde struture de données un

tableau de 307 200 éléments pour nos exemples de simulation, où haque
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élément représente un indie du tableau trié, e qui orrespond à 4 otets

soit au total 307200� 4 soit 1 228 800 otets (1,17Mo).

Le tableau 5.14 de la page 103 donne l'oupation mémoire utilisée par la stru-

ture de données de la trae en temps dans le as d'une reherhe dihotomique.

Cette struture oupe moins d'espae mémoire que toutes les strutures pré-

édemment étudiées pour la trae en temps. En e�et, pour la voiture, ette

struture n'oupe que 71,4% de l'espae mémoire oupé par la liste haînée

simple (omme nous utilisons un tableau trié, une éonomie est réalisée sur

les pointeurs des éléments suivants) et 35,7% de l'espae mémoire oupé par

la skip list de niveau 4. De même, pour le endrier, ette struture n'oupe

que 76,8% de l'espae mémoire oupé par la liste haînée simple et 38,4% de

l'espae mémoire oupé par la skip list de niveau 4.

Le temps néessaire pour réer la nouvelle struture de données est réper-

torié dans la tableau 5.15 de la page 103. Cette nouvelle struture de données

met à peu près le même temps à être réée que la skip list de niveau 4 que e

soit pour le as de la voiture ou du endrier.

Voiture 18 625 040 (soit 17,76Mo)

Cendrier 9 265 072 (soit 8,84Mo)

Tab. 5.14 � Oupation mémoire de la struture de la trae en temps utilisé pour

la reherhe dihotomique

Trae L

4

Dihotomie

Voiture 0,61 0,62

Cendrier 0,27 0,28

Tab. 5.15 � Constrution de la trae en temps pour une reherhe dihotomique (en

seondes)

Les �gures 5.11-5.13 des pages 106 et 107 permettent de omparer les temps de

reonstrution des sènes sans a�hage.

Nous nous intéresserons tout d'abord à la voiture. Pour les étapes de début de simu-

lation, les skip lists sont plus e�aes, alors que pour les étapes de �n de simulation
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la reherhe dihotomique est plus performante. La dihotomie met 36,3% plus de

temps que la liste haînée simple et 8,3% plus de temps que la skip list de niveau

4 pour reonstruire la sène à l'étape

1

10

. Par ontre, dans le meilleur des as, elle

ne met que 13,9% du temps néessaire à la liste haînée simple et 35,1% du temps

néessaire à la skip list de niveau 4 pour reonstruire une sène de �n de simulation.

Pour le endrier, les skip lists sont également un peu plus e�aes pour les étapes

de début de simulation, en �n de simulation la dihotomie est bien plus perfor-

mante. La dihotomie met à peu près le même temps que la liste haînée simple

pour reonstruire la sène à l'étape

1

10

et 3,12% plus de temps que la skip list de

niveau 4 pour reonstruire la même sène. Par ontre, dans le meilleur des as, elle

ne met que 27,4% du temps néessaire à la liste haînée simple et 53,9% du temps

néessaire à la skip list de niveau 4 pour reonstruire une sène de �n de simulation .

Les pentes des droites de régression onernant les temps de reonstrution sont

regroupées dans le tableau 5.20 de la page 108. Cette pente est meilleure pour la

reherhe par dihotomie dans le as de la voiture et meilleure pour la skip list de

niveau 4 dans le as du endrier.

A la vue de es résultats, nous en déduisons que pour notre simulation où les skip

lists sont au maximum de niveau 6, plus la trae en temps est importante, et plus

la dihotomie est e�ae (ar ela évite d'e�etuer des sauts inutiles sur plusieurs

niveaux dans le as des skip lists). L'angle de vue et la stratégie d'usinage ont

aussi une in�uene sur l'e�aité de la reherhe par dihotomie, puisqu'ils ont une

in�uene sur le nombre d'éléments en temps, et don sur la longueur de haque trae

en temps de la simulation.

5.5.2.3 Utilisation d'une skip list aléatoire pour la trae en temps

Pour ompléter l'étude des strutures de données pour la trae en temps, nous

avons étudié les performanes d'une skip list aléatoire. Les résultats sont regroupés

dans les tableaux 5.16-5.19 de la page 105.

La skip list aléatoire met 8,2% fois plus de temps à être réée que la skip list presque

parfaite de niveau 4 dans le as de la voiture et 3,6% plus de temps dans le as du

endrier. Par ontre la skip list aléatoire n'oupe que 78,1% de l'espae mémoire

oupée par la skip list de niveau 4 dans le as de la voiture et 88,9% dans le as

du endrier. En e qui onerne le temps de reonstrution des sènes, la skip list

aléatoire n'est pas une struture de données intéressante pour la trae en temps

par rapport aux strutures de données étudiées préédemment. En e�et, omme le

montre les tableau 5.11 et 5.13 des pages 106-107, la skip list aléatoire est, dans les

deux exemples, toujours moins e�ae que la skip list presque parfaite de niveau
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4 et que la dihotomie. Pour les étapes de �n de simulation, la skip list aléatoire

est tout de même plus e�ae que la liste haînée simple, elle ne met que 51,4% du

temps néessaire par la liste haînée simple dans le as de la voiture, et 68,3% du

temps néessaire par la liste haînée simple dans le as du endrier pour reonstruire

une sène.

Voiture Cendrier

Temps de réation 0,66 0,28

Tab. 5.16 � Création d'une skip list aléatoire pour la trae en temps (en seondes)

Nodes L

1

Nodes L

2

Nodes L

3

Nodes L

4

Nodes L

5

Nodes L

6

Voiture 806 352 581 815 163 672 121 462 111 624 389 605

Cendrier 295 132 216 918 71 131 42 380 31 748 347 225

Tab. 5.17 � Répartition des noeuds dans la skip list aléatoire

Mémoire Statique Mémoire Dynamique

Voiture 40 766 624 (soit 38,87Mo) 38 919 248 (soit 37,12Mo)

Cendrier 21 452 156 (soit 20,46Mo) 20 599 680 (soit 19,64Mo)

Tab. 5.18 � Oupation mémoire d'une skip list aléatoire (en otets)

Étape

1

10

Étape

1

4

Étape

1

2

Étape

3

4

Dernière

étape

Voiture Liste haînée 0,06 0,09 0,17 0,25 0,31

SL aléatoire 0,11 0,12 0,14 0,15 0,16

Cendrier Liste haînée 0,06 0,08 0,10 0,12 0,13

SL aléatoire 0,09 0,10 0,10 0,10 0,09

Tab. 5.19 � A�hage d'une sène par la trae en temps sous forme de liste haînée

et de skip list aléatoire pour la voiture et le endrier (en seondes)
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Reonstrution d'une sène par la trae en temps pour la voiture

1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 Fin

Etapes

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35
TtraceL6
TtraceL5
TtraceL4
TtraceL3
TtraceL2
TtraceL1

Fig. 5.10 � Trae en temps sous forme de skip lists presque parfaites pour la voiture

1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 Fin

Etapes

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35
TtraceL4 
TtraceL1 
TraceAléa
Dicho    

Fig. 5.11 � Trae en temps sous forme de skip lists déterministe, aléatoire et utili-

sation de la dihotomie pour la voiture
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Reonstrution d'une sène par la trae en temps pour le endrier

1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 Fin

Etapes

0

0.05

0.10

0.15

0.20
TtraceL6
TtraceL5
TtraceL4
TtraceL3
TtraceL2
TtraceL1

Fig. 5.12 � Trae en temps sous forme de skip lists presque parfaites pour le endrier

1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 Fin

Etapes

0

0.05

0.10

0.15

0.20
TtraceL4 
TtraceL1 
TraceAléa
Dicho    

Fig. 5.13 � Trae en temps sous forme de skip lists déterministe, aléatoire et utili-

sation de la dihotomie
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Trae Trae Trae Trae Trae Trae Diho Aléa

L

1

L

2

L

3

L

4

L

5

L

6

Voiture 0,3021 0,2539 0,1399 0,0709 0,0283 0,0158 -0,0445 0,0635

Cendrier 0,0824 0,0658 0,0337 0,0129 0,0042 0,0028 -0,0217 0,0043

Tab. 5.20 � Pente de la droite de régression linéaire obtenue par la méthode des

moindres arrés sur les temps de reonstrution d'une sène pour toutes les strutures

étudiées pour la trae en temps

Trae Trae Trae Trae Trae Trae Diho Aléa

L

1

L

2

L

3

L

4

L

5

L

6

Voiture 0,9977 0,9976 0,9963 0,9938 0,9758 0,9431 0,9971 0,9848

Cendrier 0,9863 0,9833 0,9736 0,8505 0,4511 0,3252 0,9386 0,3417

Tab. 5.21 � Coe�ient de orrélation pour la droite de régression linéaire obtenue

par la méthode des moindres arrés sur les temps de reonstrution d'une sène pour

toutes les strutures étudiées pour la trae en temps

5.5.2.4 Conlusion sur les méthodes pour implémenter la trae en temps

D'après les études préédentes, les méthodes les mieux adaptées à la reonstru-

tion d'une sène par la trae en temps semblent être la skip list presque parfaite de

niveau 4 ou l'utilisation de la méthode de la dihotomie. Le temps néessaire pour

a�her une sène quelonque de la simulation est à peu près onstant, e qui permet

de mettre en plae une animation onviviale de la simulation en assurant ainsi un

débit régulier d'images. Pour hoisir la struture adéquate au problème, il faut tenir

ompte de la stratégie d'usinage et de l'angle de vue, et trouver le bon ompromis

entre le temps de onstrution de la nouvelle struture de données, son oupation

mémoire et son e�aité pour optimiser les temps de reonstrution des sènes ('est

à dire sa faulté à reherher plus ou moins rapidement un élément dans la trae).
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Pour s'assurer que la simulation d'usinage est ompatible ave les ontraintes de

l'utilisateur et utilise au mieux les ressoures matérielles, il onvient d'e�etuer des

préditions de performanes à partir du programme d'usinage.

Nous allons évaluer la faisabilité de la simulation en analysant les ressoures (mé-

moire, temps de alul) néessaires à l'exéution d'un programme pièe. Tout d'abord,

nous proposons un algorithme destiné à la reonnaissane la stratégie d'usinage, e

qui nous permet ensuite d'évaluer la mémoire néessaire au bon déroulement de la

simulation.

6.1 Reonnaissane de la stratégie d'usinage

Dans un �hier d'usinage, nous disposons :

� d'une table d'outils qui ontient les dimensions de haque outil (rayon et hau-

teur).

� d'une suession de trajetoires de l'outil. Pour haque trajetoire de l'outil

(appelée aussi trajetoire entre outil), nous disposons des oordonnées arté-

siennes de son point de départ et de son point d'arrivée. En transformant es

oordonnées artésiennes en oordonnées polaires, nous obtenons :

� la longueur de la trajetoire notée l

i

pour la i

eme

trajetoire.

� l'angle de la trajetoire ave l'axe (Ox) noté �

i

pour la i

eme

trajetoire.

Contour parallèleZigZag

Fig. 6.1 � Usinage en zigzag et ontours parallèles par une représentation de l'outil

en début et �n de trajetoires

Deux stratégies d'usinage sont prinipalement utilisées : en diretions parallèles

ou zigzag et en ontours parallèles ou spirale (�gure 6.1 de la page 110). Nous rap-

pelons que la distane entre deux trajetoires de l'outil est appelée distane entre

passes. Elle est hoisie par l'opérateur et dépend du rayon de l'outil et est au maxi-

mum égale à 2� (Rayon de l

0

Outil).
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6.1.1 Analyse de la stratégie d'usinage

Le programme d'usinage est omposé d'une suession de trajetoires qui se

répètent que nous appellerons motif de base. Pour un usinage en zigzag, e motif

de base est prévisible, puisque les segments de trajetoire sont de suite parallèles

entre eux. Par ontre pour un usinage en ontours parallèles, les trajetoires suivent

le ontour déalé de la pièe, les segments sont parallèles entre eux au bout d'un

ertain temps orrespondant au ontour de la pièe ou à un usinage de surfaes

monotones. Ces segments sont alors déalés entre eux de la distane entre passes.

Bien que le motif soit répétitif, il n'est pas prévisible et est spéi�que à haque pièe

pour e type d'usinage.

Pour reonnaître une stratégie d'usinage, nous allons don essayer de retrouver en

premier dans les trajetoires du programme d'usinage un éventuel motif de base de

type zigzag. Nous allons maintenant étudier plus en détail les aratéristiques d'un

tel motif.

1t

3t

t5

t2
t4

Motif zigzag composé  
d’une succession de trajectoires
2.  Motif zigzag idéal1.

Fig. 6.2 � Motif répétitif dans un usinage en zigzag

L'usinage en zigzag est basé sur le motif idéal présenté sur la �gure 6.2.1 de la

page 111. Ce motif est aratérisé par :

� Caratéristique 1 : deux grandes trajetoires opposées de � (par exemple, t

1

et t

3

de la �gure 6.2.1). La longueur de es trajetoires dépend du ontour à

obtenir.

� Caratéristique 2 : deux petites trajetoires qui suivent le ontour de la pièe.

Elles permettent à l'outil de se replaer d'un zig vers un zag. Ces traje-

toires sont dites petites ar en prinipe, elles ont une longueur inférieure à

2� (Rayon de l

0

Outil) (par exemple, t

2

et t

4

de la �gure 6.2.1).

L'usinage de la plupart des formes simples que l'on renontre atuellement sur des
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pièes méaniques orrespond à un déplaement du entre outil dans un plan :

'est un usinage de type 2D

1

2

. Cependant, lorsque les surfaes à réaliser deviennent

plus omplexes, il est indispensable de réaliser un vrai usinage 3D et de déplaer

l'outil suivant 3 axes simultanément. La représentation géométrique de es surfaes

fait appel à un maillage omposé d'un ensemble de arreaux onstitués par des

fontions de Bézier ou des fontions NURBS. Les trajetoires d'usinage en zigzag

sont alors dé�nies par des ourbes isoparamétriques qui sont approhées par des

petits segments linéaires qui respetent un motif onforme à un zigzag (�gure 6.2.2

de la page 111). Ce motif est alors appelé zigzag approhé.

6.1.2 Classement des trajetoires

Nous allons répartir les trajetoires en deux lasses basées sur la longueur des

trajetoires. La valeur seuil permettant de passer d'une lasse à l'autre est égale à

2 � (Rayon de l

0

Outil) qui est la valeur maximale de la distane entre passes �xée

lors de la génération du programme d'usinage.

Il su�t alors de ompter le nombre de grandes trajetoires et le nombre de petites

trajetoires. Si es deux ensembles sont sensiblement égaux en nombre de trajetoires

(moyennant une erreur relative que nous avons estimée après les tests à 25%), nous

supposons que l'usinage utilisé est du type zigzag. Mais une véri�ation s'impose. En

e�et, si nous nous trouvons dans le seond as de la �gure 6.2 de la page 111 ('est-

à-dire dans le as d'un usinage 3D), où les grandes trajetoires du motif zigzag sont

en fait omposées d'une multitude de petites trajetoires, le résultat du lassement

des trajetoires ne s'avérera pas ompatible ave la stratégie réellement utilisée dans

un tel usinage.

Pour valider le résultat préédent et/ou ompléter l'étude préédente, nous avons

envisagé deux autres approhes de reonnaissane de la stratégie d'usinage.

6.1.3 Méthode du veteur V

k

Pour reonnaître un usinage de type zigzag d'un usinage de type ontours pa-

rallèles, nous allons étudier une méthode qui s'intéresse au sens de parours des

trajetoires suessives

1

. Chaque trajetoire i est représentée par un veteur

�!

v

i

de

longueur l

i

et d'angle �

i

(0 � �

i

� 2� : angle de la trajetoire ave l'axe Ox). Dé-

�nissons le veteur

�!

V

k

: l'origine du veteur

�!

V

k

est le point de départ de la première

trajetoire

�!

v

1

et l'extrémité du veteur

�!

V

k

est le point d'arrivée de k

eme

trajetoire

1

Nous supposons que toutes les trajetoires de la séquene d'usinage sont des trajetoires li-

néaires, les éventuelles trajetoires irulaires ayant été au préalable déomposées en trajetoires

linéaires
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�!

v

k

. Le veteur

�!

V

k

est don le veteur résultant de la somme vetorielle des traje-

toires :

�!

V

k

=

k

P

i=1

�!

v

i

. On lui assoie une longueur L

k

et un angle �

k

(angle du veteur

�!

V

k

ave l'axe Ox). Pour déterminer le type d'usinage, nous nous intéressons à l'évo-

lution de l'angle �

k

du veteur

�!

V

k

.

Nous représenterons l'angle et la fontion angulaire de haque veteur

�!

V

k

en

fontion du temps. En e�et, omme nous nous déplaçons sur les trajetoires

�!

v

i

de la

séquene d'usinage à vitesse onstante, nous repérons à la �n de haque trajetoire i

l'instant d'apparition t

k

d'un nouveau veteur

�!

V

k

. Nous noterons don par :

� �(t

k

) l'angle du veteur

�!

V

k

.

� '(t

k

) la fontion angulaire umulée assoiée au veteur

�!

V

k

.

� �(t

i�1

) l'angle de la trajetoire

�!

v

i

ommenée à l'instant t

i�1

, la trajetoire

�!

v

i

étant dé�nie sur l'intervalle de temps [t

i�1

; t

i

[.

La fontion angulaire umulée est dé�nie par Otterloo [54℄ à partir de l'angle

entre 2 trajetoires suessives : ��(t

i

) = �(t

i

)� �(t

i�1

). Chaque terme ��(t

i

) est

transformé en �'(t

i

) qui véri�e l'inégalité suivante : �� � �'(t

i

) � � :

�'(t

i

) =

��(t

i

) + 2� pour �2� < ��(t

i

) < ��

��(t

i

) pour �� � ��(t

i

) � �

��(t

i

)� 2� pour � < ��(t

i

) < 2�

�'(t

i

) a une valeur positive pour des angles onvexes et une valeur négative pour

des angles onaves. La fontion angulaire umulée '(t

k

) est alors égale à :

'(t

k

) =

k�1

P

i=1

�'(t

i

) ave k > 1

Otterloo utilise la fontion angulaire umulée pour identi�er une ourbe simple

fermée (polygone) à partir de l'étude de son ontour. La représentation paramétrique

d'une telle ourbe est une fontion périodique :

z(t

k

) = z(t

k

+ n� 2�) pour t

k

2 [0; 2�℄ et n 2 Z

En étudiant la trajetoire d'un point qui se déplae à vitesse onstante sur le

ontour de la ourbe, il est possible de aluler et de suivre l'évolution de la fon-

tion angulaire umulée sur la ourbe. A ause de la périodiité de la représentation

paramétrique, la fontion angulaire umulée doit elle aussi devenir une fontion pé-

riodique de la forme :
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'(t

k

+ 2�) = '(t

k

) + 2� pour t

k

2 [0; 2�℄

La fontion angulaire umulée '(t

k

) est don égale à 2� en �n de parours du ontour

d'un polygone simple fermé, en onsidérant que les �tés du polygone soient parou-

rus dans le sens trigonométrique diret. Si le polygone est parouru dans le sens anti

trigonométrique, '(t

k

) = �2�. Au ours du parours dans le sens trigonométrique

diret d'un polygone simple fermé, 0 � '(t

k

) < 2�.

Nous onsidérons qu'une ourbe  est parourue dans le sens trigonométrique

diret (ou sens positif), si en se déplaçant le long de ette ourbe , l'intérieur de

, 'est-à-dire la région limitée par  reste à gauhe de la ourbe . Ainsi, lorsque

deux trajetoires suessives d'une ourbe polygonale sont parourues dans le sens

anti trigonométrique, �'(t

k

) > 0 et la fontion angulaire umulée '(t

k

) augmente.

Lorsque deux trajetoires suessives d'une ourbe polygonale sont parourues dans

le sens trigonométrique inverse, �'(t

k

) < 0 et par onséquent '(t

k

) déroît.

Dans une séquene d'usinage en ontours parallèles, les trajetoires suessives sont

toujours parourues dans le même sens. Supposons que e sens de parours soit le

sens trigonométrique diret, '(t

k

) ne se limite plus à 2�, mais à haque première

trajetoire d'un nouveau ontour (puisque pour haque trajetoire �'(t

k

) > 0) :

'(t

k

) = n� 2� ave n 2 N

n est appelé le niveau du ontour, il orrespond à :

n = b

k�1

P

i=1

�'(t

i

)

2�

 où (b X  représente la partie entière de X).

Le niveau n est positif si les trajetoires sont parourues dans le sens trigonométrique

diret, négatif sinon. Le niveau n est plus ou moins important suivant la taille de la

pièe usinée et la distane entre passes. Dans un usinage en ontours parallèles, le

niveau n maximal est toujours supérieur à 1 ou inférieur à -1. Le niveau 0 orrespond

au premier ontour d'usinage de la pièe.

Préédemment, nous avons aratérisé le veteur

�!

V

k

par sa longueur L

k

et par son

angle �

k

(orrespondant à �(t

k

)). L'angle �(t

k

) repère la position du veteur

�!

V

k

par

rapport à l'axe (Ox). Désormais, nous appelons �

[��;�℄

(t

k

), l'angle �(t

k

) qui véri�e

l'inégalité suivante : �� � �(t

k

) � �. Nous dé�nissons l'angle �

[niveau℄

(t

k

) qui tient

ompte du niveau n du ontour sur lequel se situe la trajetoire k assoiée au veteur

�!

V

k

par :

�

[niveau℄

(t

k

) = �

[��;�℄

(t

k

) + n� 2�
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Un usinage de type ontours parallèles est identi�é dès que la fontion angulaire

umulée '(t

k

) > 2� ou '(t

k

) < �2�. L'angle �

[niveau℄

(t

k

) maximum, noté �

max[niveau℄

véri�e dans e as une des inégalités suivantes :

�

max[niveau℄

> 2� ou �

max[niveau℄

< �2�.

Calulons maintenant la fontion angulaire umulée pour un motif zigzag de

base. Un motif zigzag de base est omposé de deux grandes trajetoires opposées

de � :

�!

v

1

(l

1

; �

1

) et

�!

v

3

(l

3

; �

1

+ �) et de deux petites trajetoires permettant à l'outil

de se déplaer d'un zig vers un zag :

�!

v

2

(l

1

; �

2

) et

�!

v

4

(l

4

; �

2

). La trajetoire

�!

v

5

(l

5

; �

1

)

reommene un nouveau motif. Nous supposons un motif idéal omme elui de la

séquene d'usinage en zigzag de la �gure 6.3 de la page 116 où �

4

= �

2

. Les tra-

jetoires

�!

v

1

et

�!

v

2

sont des trajetoires onséutives : 0 < �

2

� �

1

< � pour un

parours des trajetoires dans le sens trigonométrique diret, �� < �

2

� �

1

< 0 si-

non. Etudions l'évolution de la fontion angulaire umulée le long du motif zigzag

pour 0 < �

2

� �

1

< � :

��(t

2

) = �

2

� �

1

�! �'(t

2

) = �

2

� �

1

>0 �! '(t

2

) = �

2

� �

1

��(t

3

) = (�

1

+ �)� �

2

�! �'(t

3

) = �

1

� �

2

+ � >0 �! '(t

3

) = �

��(t

4

) = �

2

� (�

1

+ �) �! �'(t

4

) = �

2

� �

1

� � <0 �! '(t

4

) = �

2

� �

1

��(t

5

) = �

1

� �

2

�! �'(t

5

) = �

1

� �

2

<0 �! '(t

5

) = 0

Pour un usinage en zigzag diret, 0 � '(t

k

) � �, en e�et �'(t

k

) hange de signe au

passage d'un zig vers un zag e qui permet à '(t

k

) de ne pas dépasser 2�. Générali-

sons. Dans une séquene d'usinage en zigzag, les trajetoires se situent toujours sur

le ontour de niveau 0, la fontion angulaire umulée '(t

k

) et l'angle �

[niveau℄

(t

k

) du

veteur

�!

V

k

véri�ent les inégalités suivantes quel que soit la trajetoire d'une séquene

d'usinage en zigzag :

�� � '(t

k

) � �

�� � �

[niveau℄

(t

k

) � �

Prenons maintenant les exemples des séquenes d'usinage représentées sur la �-

gure 6.3 de la page 116 pour illustrer la méthode du veteur

�!

V

k

.

Dans le premier as de la �gure 6.3 de la page 116, nous avons représenté une sues-

sion de 8 trajetoires orrespondant à une séquene d'usinage de type zigzag où nous

pouvons suivre l'évolution du veteur

�!

V

k

(ave 1 � k � 8) et de son angle �(t

k

).

La fontion angulaire umulée orrespondant à e type d'usinage est représentée sur

la �gure 6.4.1 de la page 116. Nous véri�ons au travers de la �gure 6.4.1 l'inégalité

suivante : �� � '(t

k

) � �, aratérisant un usinage de type zigzag.



CHAPITRE 6. EVALUATION DES RESSOURCES NÉCESSAIRES 116

π
2

V

4V

8V

π
2

θ2

α2θ2

1V
5V

6V

2V3V

V7

8V

4V

6V7V

1V

5V

2V

1v

v 2

1v

v 3

v 3

α2

v 2

5

5
k

Cas 1 : Usinage ZigZag

3 0

π

0

π

Cas 2 : Usinage en Contour Parallèle

θ

2 3 4 6 7 81t t t t t t t t

1 2 3 4 6 7 8

θ

t t t t t t t t
t

tk

Fig. 6.3 � Veteur : Somme vetorielle des veteurs de trajetoires
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Fig. 6.4 � Fontion angulaire umulée

Dans le seond as de la �gure 6.3, nous avons représenté une suession de

8 trajetoires orrespondant à une séquene d'usinage de type ontours parallèles.

La fontion angulaire umulée orrespondant à e type d'usinage est représentée sur

la �gure 6.4.2 de la page 116, elle véri�e bien '(t

k

) > 2�. Nous pouvons retrouver le

niveau du ontour de haque trajetoire à partir de la fontion angulaire umulée :
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� 0 < '(t

k

) < 2� pour 2 � k � 4 alors

� n = 0.

� les trajetoires (

�!

v

1

,

�!

v

2

,

�!

v

3

,

�!

v

4

) appartiennent au ontour de niveau 0, les

veteurs

�!

V

k

orrespondants (

�!

V

1

,

�!

V

2

,

�!

V

3

,

�!

V

4

) pointent sur le ontour de niveau

0.

� 0 < �

[niveau℄

(t

k

) < � pour 2 � k � 4.

� 2� � '(k) < 4� pour 5 � k � 8 alors

� n = 1.

� les trajetoires (

�!

v

5

,

�!

v

6

,

�!

v

7

,

�!

v

8

) appartiennent au ontour de niveau 1, les

veteurs

�!

V

k

orrespondants (

�!

V

5

,

�!

V

6

,

�!

V

7

,

�!

V

8

) pointent sur le ontour de niveau

1.

� 2� � �

[niveau℄

(t

k

) < 3� pour 5 � k � 8.

Pour visualiser la signature de l'usinage (zigzag ou ontours parallèles) nous uti-

lisons la arte de Gauss qui permet de représenter des ourbes (surfaes) dans un

erle (sphère) unitaire à partir des veteurs normaux ([55℄, [56℄). Prenons l'exemple

d'une ourbe  (�gure 6.5 de la page 117), et assoions à haque point P de , le

point Q sur le erle unité S

1

qui est à l'intersetion du veteur normal unitaire en

P ramené au entre du erle S

1

et de S

1

lui-même. Lorsque P

0

se rapprohe de P

sur la ourbe , l'image gaussienne Q

0

de P

0

se rapprohe de l'image gaussienne Q

de P .

1S

Carte de Gauss

P

P’

P’’
γ

Q

Q’’
Q’

Fig. 6.5 � Carte de Gauss

La arte de Gauss peut également être dé�nie à partir du veteur tangent. Dans e

as-là, le point Q est à l'intersetion du veteur tangent en P ramené au entre du

erle S

1

et du erle lui-même. Les deux représentations ne sont équivalentes que

pour les ourbes du plan.

La arte de Gauss permet de d'étudier la ourbure. Par onvention, la ourbure
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est dite positive, lorsque le entre de ourbure se trouve du même �té de la ourbe

que l'extrémité du veteur normal orienté et négative lorsque les deux points sont

de part et d'autre de la ourbe. Inverser l'orientation d'une ourbe revient aussi

à inverser le signe de sa ourbure. Considérons un point se déplaçant le long de la

ourbe , et intéressons-nous au déplaement orrespondant pour l'image gaussienne

de e point. Le sens de rotation donné par le déplaement de l'image gaussienne Q

sur S

1

hange, lorsque la ourbure s'inverse (voir �gure 6.5, page 117). En omparant

le sens de parours d'ars de erle dé�nis entre deux images gaussiennes, la arte

de Gauss permet d'identi�er la ourbure de la ourbe orrespondante. Lors de la

polygonalisation d'une ourbe, il existe une orrélation entre la ourbure et le sens

de parours des trajetoires (interpolations linéaires issues de la polygonalisation).

En e�et, parourir les trajetoires dans le sens trigonométrique diret revient à

dé�nir une ourbure positive, sinon la ourbure est négative.

Pour notre appliation, nous avons hoisi de représenter le veteur

�!

V

k

sur la arte

de Gauss. La signature de l'usinage dépend don de l'évolution de l'image gaussienne

du veteur

�!

V

k

:

� Pour un usinage de type zigzag, le veteur image de

�!

V

k

sur la arte de Gauss

e�etue un va-et-vient sur une partie du erle, sans jamais parourir le erle

dans son intégralité. Ce va-et-vient orrespond aux hangement du sens de

parours des trajetoires lors du passage d'un zig vers un zag.

� Pour un usinage de type ontours parallèles, le veteur image de

�!

V

k

sur la

arte de Gauss tourne toujours dans le même sens autour du erle unitaire S

1

puisque les trajetoires sont toujours parourues dans le même sens (ourbure

de même signe tout au long de la séquene).

Utiliser la arte de Gauss en omparant les parours d'ars de erle dérits par

l'extrémité de l'image gaussienne du veteur

�!

V

k

revient don à identi�er la stratégie

d'usinage de la simulation.

Sur la �gure 6.6 de la page 119, nous avons représenté l'image

�!

V

1

k

sur la arte

de Gauss du veteur

�!

V

k

pour les séquenes d'usinage de la �gure 6.3 de la page 116.

Nous véri�ons bien que pour un usinage de type zigzag, le veteur image

�!

V

1

k

e�etue

un va-et-vient sur une partie du erle (�gure 6.6.1) et que pour un usinage de type

ontours parallèles, le veteur image

�!

V

1

k

parourt plusieurs fois le erle dans son

intégralité (�gure 6.6.2). Intéressons-nous plus partiulièrement au veteur image

�!

V

1

5

issu d'un usinage de type ontours parallèles. Ce veteur est alulé à partir des

5 premières trajetoires de la �gure 6.3.2. La 5

eme

trajetoire fait partie du ontour

de niveau 1 de la séquene d'usinage et, omme le montre la �gure 6.6.2, l'angle

�

5[niveau℄

est stritement supérieur à 2�.
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Fig. 6.6 � Déplaement du veteur ramené à un veteur unitaire et angle �

k[niveau℄

(k = 5)

6.1.4 Méthode des Trajetoires prohes

Pour reonnaître un motif zigzag, nous proposons une nouvelle approhe qui s'in-

téresse également au sens de parours des segments de trajetoires. Dans l'approhe

préédente, nous avons étudié le sens de parours d'une suession de trajetoires,

dans ette nouvelle approhe, nous nous intéresserons au sens de parours de deux

trajetoires non suessives, mais prohes et de même inlinaison. Ainsi, d'après la

Caratéristique 1 de la dé�nition d'un usinage en zigzag, les deux grandes trajetoires

du motif zigzag sont opposées de �. Ce ne sont pas des trajetoires onséutives,

mais des trajetoires prohes et de même inlinaison. En e�et, la distane entre es

deux trajetoires dépend de la distane entre passes (hoisie lors de la génération

du programme d'usinage) qui est au maximum égale à 2� (Rayon de l

0

Outil). Cei

nous amène à la dé�nition suivante : deux trajetoires de même inlinaison sont dites

trajetoires prohes si et seulement si elles sont distantes d'une longueur inférieure

ou égale à deux fois le rayon de l'outil.

Pour un usinage de type ontours parallèles, nous remarquons que les trajetoires

prohes sont parourues dans le même sens, puisque le motif est répétitif et les tra-

jetoires suivent le ontour déalé de la pièe. La règle suivante est à la base de notre

démarhe :

Règle :

� Dans un motif zigzag, la plupart des trajetoires prohes sont parourues en
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sens inverse.

� Dans un motif ontours parallèles, la plupart des trajetoires prohes sont

parourues dans le même sens.

6.1.4.1 Reonnaissane de trajetoires prohes

Cas 3 : Recouvrement partiel Cas 6 : Presque chevauchement gauche

A

d

B

X

X

X

X

XX

Y Y

YY

YY

Cas 2 : Presque chevauchement droite Cas 5 : Chevauchement Gauche

A

B B

A

B

A

Cas 1 : Chevauchement droite Cas 4 : Recouvrement total

B

AA

B

d

d

d

d

d

Fig. 6.7 � Trajetoires Prohes de même orientation

Tout d'abord, il est néessaire de pouvoir reonnaître deux trajetoires prohes

pour deux trajetoires données de même inlinaison. Sur la �gure 6.7 de la page 120,

nous avons répertorié les di�érentes positions entre deux trajetoires A et B de même

inlinaison. Nous supposons que la trajetoire A est la trajetoire d'ordonnée infé-

rieure (Y

A

� Y

B

) et nous notons par d la distane que nous souhaitons évaluer

entre les deux segments de trajetoires A et B. La distane d entre deux segments

A et B est alulée ainsi :

d = min

x2A;y2B

j x� y j, où j x� y j est la distane eulidienne entre les points x et y.

Nous nous sommes volontairement plaés dans un as simple où la diretion des

trajetoires est parallèle à l'axe des X. Si les trajetoires étaient inlinées de �

[0;�℄
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(0 � �

[0;�℄

� �) par rapport à l'axe des X, il su�rait de se ramener au as simple

par une rotation de (��

[0;�℄

) sur les trajetoires.

Dans les as 1, 3, 4 et 5 de la �gure 6.7, la trajetoire B hevauhe la trajetoire

A sur l'axe des X partiellement ou totalement. La distane d = Y

B

� Y

A

entre es

deux trajetoires orrespond à la di�érene des ordonnées des trajetoires A et B.

D'après la dé�nition préédente, es trajetoires sont des trajetoires prohes si et

seulement si elles sont distantes d'au plus 2� (Rayon de l

0

Outil), 'est à dire si et

seulement si d � 2� (Rayon de l

0

Outil).

Dans les as 2 et 6 de la �gure 6.7, la trajetoire B ne hevauhe pas la tra-

jetoire A sur l'axe des X. Néanmoins, nous pouvons onsidérer que es traje-

toires sont prohes si et seulement la nouvelle distane d reste inférieure ou égale à

2�(Rayon de l

0

Outil). La nouvelle distane d orrespond à la distane entre les deux

extrémités les plus prohes. Pour une trajetoire A donnée, nous déidons d'appeler

ses extrémités X

G

A

et X

D

A

ave X

G

A

< X

D

A

.

� Le as 2 peut orrespondre à un hevauhement à droite. Il faut don évaluer la

distane entre l'extrémité droite de la trajetoire A et l'extrémité gauhe de la

trajetoire B, e qui revient à aluler : d =

p

�Y

2

+�X

2

ave �Y = Y

B

�Y

A

et �X = X

G

B

�X

D

A

� Le as 6 peut orrespondre à un hevauhement à gauhe. Il faut don évaluer la

distane entre l'extrémité gauhe de la trajetoire A et l'extrémité droite de la

trajetoire B, e qui revient à aluler : d =

p

�Y

2

+�X

2

ave �Y = Y

B

�Y

A

et �X = X

G

A

�X

D

B

6.1.4.2 Reherhe de trajetoires prohes dans le �hier d'usinage

Supposons que le �hier d'usinage soit omposé d'une suession de n traje-

toires. Toutes les n�1 premières trajetoires du �hier vont être examinées les unes

après les autres. Intéressons nous à la trajetoire t

i

(1 � i � n � 1) d'inlinaison

�

i[0;�℄

. Les i � 1 èmes trajetoires préédentes ont déjà été examinées, nous sou-

haitons don trouver la première trajetoire de même orientation et prohe de la

trajetoire i parmi les n� i trajetoires suivantes.

La premiere étape onsiste à omparer l'inlinaison �

t[0;�℄

(�

i+1[0;�℄

� �

t[0;�℄

� �

n[0;�℄

)

des trajetoires restantes ave l'orientation �

i[0;�℄

de la trajetoire de base. Si es

orientations sont ompatibles (�

i[0;�℄

� �� � �

t[0;�℄

� �

i[0;�℄

+ ��), la proximité

des trajetoires est alors testée en utilisant la méthode présentée dans la setion

préédente.

Si t

i

et t

p

sont des trajetoires prohes de même inlinaison, nous allons marquer
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la trajetoire i (puisque nous savons qu'il existe une trajetoire prohe t

p

assoiée

à ette trajetoire t

i

). C'est en examinant le sens de parours des deux trajetoire

grâe aux angles �

i

(0 � �

i

� 2�) assoiés préalablement aux trajetoires, que nous

préiserons le sens de parours des trajetoires :

� Si es trajetoires sont parourues dans le même sens (même angle � à une

erreur �� près), la trajetoire i est marquée omme étant dans le Même Sens

que sa trajetoire prohe.

� Si es trajetoires sont parourues dans le sens inverse (angle � déphasé de �

à une erreur �� près), la trajetoire i est marquée omme étant dans le Sens

Inverse de sa trajetoire prohe.

Il est important de remarquer que :

� Pour pour un motif zigzag idéal, deux trajetoires prohes de même inlinaison

ne sont jamais onséutives puisqu'elles appartiennent à deux motifs d'usinage

di�érents, e qui est véri�é par exemple pour les trajetoires t

1

et t

3

de la

�gure 6.2.1 de la page 111.

� Pour un motif zigzag reonstitué omme elui de la �gure 6.2.2 de la page 111,

une grande trajetoire d'angle � n'est pas franhe, mais est déomposée en

trajetoires réduites d'angle �

[0;�℄

(���). Or si la longueur des trajetoires ré-

duites est inférieure à 2� (Rayon de l

0

Outil), il peut s'avérer que la première

trajetoire prohe de même inlinaison que la trajetoire de base appartient

en fait à la même grande trajetoire non franhe que la trajetoire de base

et don au même motif. Pour éviter e problème, nous onsidérerons que la

reherhe d'une trajetoire prohe et de même inlinaison �

i[0;�℄

que la tra-

jetoire t

i

ommenera non pas à partir de la première trajetoire suivante

t

i+1

mais à partir de la première trajetoire suivante t

j

(j � i + 1) qui véri�e

�

j[0;�℄

> �

i[0;�℄

+�� ou �

j[0;�℄

< �

i[0;�℄

���.

Reonnaissane de la stratégie d'usinage :

L'interprétation des résultats onsiste à omparer le nombre de trajetoires mar-

quées de Même Sens au nombre de trajetoires marquées en Sens Inverse. En e�et

si le nombre de trajetoires marquées de Même Sens représente plus de 80 % du

nombre total des trajetoires marquées, nous onsidérons que la séquene d'usinage

orrespond à une séquene d'un usinage de type ontours parallèles, sinon la sé-

quene d'usinage orrespond à une séquene d'usinage de type zigzag puisque la

plupart des trajetoires prohes sont parourues en Sens Inverse, e qui orrespond

au sens de parours des grandes trajetoires d'un motif zigzag.
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6.1.5 Cas partiulier de l'usinage zig

L'usinage zig est un usinage unidiretionnel parfois appelé usinage en aller simple.

A la �n de haque trajetoire, l'outil de oupe est dégagé du brut et ramené par

un déplaement rapide au point de départ de la trajetoire suivante. L'usinage en

zig est don omposé de trajetoires linéaires parallèles toujours parourues dans le

même sens, e qui, ontrairement à un usinage de type zigzag, minimise la �exion

de l'outil et permet de minimiser les erreurs d'usinage.

L'usinage zig dans les 3 méthodes préédentes

Nous allons étudier maintenant le omportement de l'usinage zig dans haune des

trois méthodes proposées préédemment.

� D'après la dé�nition préédente, un usinage zig est essentiellement omposé de

grandes trajetoires. Dans la méthode dite du lassement des trajetoires, la

quasi égalité du nombre de petites et grandes trajetoires laisse supposer que

la stratégie d'usinage employée est de type zigzag. L'inégalité du nombre de

petites et grandes trajetoires peut orrespondre soit à une stratégie d'usinage

de type ontours parallèles, soit à une stratégie d'usinage de type zig.

� Un usinage zig est essentiellement omposé de grandes trajetoires unidire-

tionnelles. Le parours de deux trajetoires suessives s'e�etue toujours dans

le même sens, e qui entraînera pour la méthode des trajetoires prohes un

résultat semblable à un usinage en ontours parallèles.

� De plus, les trajetoires sont parallèles dans un usinage zig. Ainsi, deux tra-

jetoires prohes sont parourues dans le même sens. L'extrémité de l'image

gaussienne du veteur

�!

V

k

reste sur une partie du erle, sans jamais parourir

le erle dans son intégralité. La fontion angulaire umulée ' reste égale à

zéro omme les trajetoires sont parallèles entre elles. L'angle réel maximum

�

max[niveau℄

véri�e l'inégalité suivante : �2� < �

max

< 2� pour une stratégie

d'usinage de type zig, e qui était aussi le as pour une stratégie d'usinage de

type zigzag.

L'étude préédente montre que pour la méthode du lassement des trajetoires et

des trajetoires prohes, une suession de trajetoires orrespondant à un usinage

zig donne les mêmes résultats qu'une suession de trajetoires orrespondant à un

usinage de type ontours parallèles. Nous allons don proposer une méthode qui

permet de di�érenier es deux types d'usinages.

Di�érene entre usinage de type zig et usinage de type ontours parallèles

Pour di�érenier rapidement un usinage de type zig d'un usinage de type ontours

parallèles, nous utilisons l'angle � assoié à haune des trajetoires (0 � � � 2�).
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En e�et, pour un usinage de type zig, les trajetoires sont unidiretionnelles, don

un seul angle � est extrait des données du programme d'usinage. Par ontre, pour

un usinage de type ontours parallèles, les trajetoires suivent le ontour de la pièe.

Comme un ontour fermé est omposé au minimum de trois trajetoires d'orientation

di�érente, un usinage de type ontours parallèles est omposé d'au moins 3 dire-

tions d'orientation � distintes. Ainsi, nous supposons qu'une stratégie d'usinage de

type ontours parallèles est reonnue dès lors qu'en parourant les trajetoires du

�hier d'usinage 3 diretions d'orientation � sont mises en évidene. Si toutes les

trajetoires du �hier d'usinage sont parourues et si moins de 3 diretions d'orien-

tation � sont extraites, on suppose que la stratégie d'usinage employée est alors de

type zig.

6.1.6 Vers une reonnaissane de la stratégie d'usinage

6.1.6.1 Evaluation experimentale

Nous avons testé nos méthodes de reonnaissane d'usinage sur di�érents �hiers

dont nous onnaissons au préalable la stratégie d'usinage. Les �hiers peuvent être

omposés de plusieurs sous-parties d'usinage. Chaque sous-partie d'usinage est om-

posée d'une suession de trajetoires omprises entre haque hangement d'outil.

Une rétration de l'outil de la matière peut également marquer la �n d'une sous-

partie d'usinage. Pour es �hiers, nous avons seulement analysé la première sous-

partie d'usinage.

Nous avons travaillé sur six �hiers :

� les trois premiers �hiers utilisent une stratégie d'usinage en zigzag :

� ZZIdéal : orrespond à la totalité de la séquene d'usinage d'un �hier om-

posé de 29 trajetoires formant des motifs idéaux en zigzag.

� ZZIdéalPartie : orrespond à la première sous-partie d'usinage (62 traje-

toires formant des motifs ideaux en zigzag) de la séquene d'usinage d'un

�hier omposé de plusieurs sous-partie.

� Voiture : orrespond au premier �hier d'usinage présenté dans le hapitre 5

onernant l'évaluation expérimentale et omposé de 17 108 trajetoires. Il

est intéressant de rappeler que pour e �hier d'usinage, les motifs zigzag

sont des motifs approhés.
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� les trois derniers �hiers utilisent une stratégie d'usinage en ontours paral-

lèles :

� CPIdéal : orrespond à la totalité de la séquene d'usinage d'un �hier om-

posé de 45 trajetoires. A la �n de ette séquene d'usinage, la pièe usinée

est identique à la pièe usinée par la séquene d'usinage du �hier ZZIdéal.

� CPIdéalPartie : orrespond à la première sous-partie d'usinage (76 traje-

toires) de la séquene d'usinage d'un �hier omposé de plusieurs sous-partie.

� Cendrier : orrespond à la première sous-partie d'usinage (omposé des 59

premières trajetoires) du seond �hier d'usinage présenté dans le hapitre 5

onernant l'évaluation expérimentale.

Les résultats issus de la méthode du lassement des trajetoires et de la méthode

des trajetoires prohes sont donnés dans les tableaux i-après.
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Classement des trajetoires

Nom du PETITES GRANDES Erreur

�hier trajet. trajet. Relative

ZZIdéal 14 15 6,66%

ZZIdéalPartie 31 31 0,00%

Voiture 17 107 1 99,99%

CPIdéal 11 36 69,44%

CPIdéalPartie 31 45 31,11%

Cendrier 6 53 86,67%

Méthode des trajetoires prohes

Nom du Nb. de Trajet. Nb. de Trajet. % de Trajet.

�hier Même Sens. Sens Inverse Même Sens

ZZIdéal 8 10 44,44%

ZZIdéalPartie 13 13 50,00%

Voiture 17 084 1 99,99%

CPIdéal 28 0 100,00%

CPIdéalPartie 52 0 100,00%

Cendrier 54 0 100,00%
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Pour la méthode du veteur

�!

V

k

, nous trouvons :

� pour les trois �hiers utilisant une stratégie d'usinage en zigzag, l'angle maxi-

mum �

max[niveau℄

tel que �� � �

max[niveau℄

� �.

� les trois �hiers utilisant une stratégie d'usinage en ontours parallèles, l'angle

maximum �

max[niveau℄

tel que �

max[niveau℄

> 2�.

Nous avons également mesuré le temps d'exéution des trois méthodes. Pour le

�hier de la voiture qui ontient plus de 17 000 trajetoires, nous pouvons donner

les ordres de grandeurs suivants :

� La méthode du lassement des trajetoires s'exéute en quelques miro-seondes.

� La méthode du veteur

�!

V

k

s'exéute en quelques dizaines de miro-seondes.

� La méthode des trajetoires prohes s'exéute en quelques entaines de miro-

seondes.

Ces simulations montrent que la méthode du lassement des trajetoires est la

plus rapide des trois méthodes, mais aussi la moins robuste. La méthode du veteur

�!

V

k

et des trajetoires prohes sont très robustes. Si nous devions n'utiliser qu'une

seule méthode pour reonnaître la stratégie d'usinage d'un �hier, la méthode du

veteur

�!

V

k

semble être la méthode la mieux adaptée ar elle a un temps d'exéution

minimal et est très robuste. Les temps d'exéution dépendent aussi de la omplexité

de l'usinage et du nombre roissant de trajetoires.

6.1.6.2 Mise en plae de la reonnaissane d'usinage

Tout d'abord, nous avons remarqué expérimentalement que si le nombre de tra-

jetoires à analyser est inférieur à 10, il est di�ile de reonnaître une stratégie

d'usinage. En e�et, on ne peut parler de stratégie d'usinage que pour un nombre

su�sant de trajetoires, le premier test onsiste don à omptabiliser le nombre de

trajetoires du programme. Ensuite, nous pouvons utiliser les méthodes présentées

préédemment.

Pour reonnaître la stratégie d'usinage, la méthode du veteur

�!

V

k

est la plus

�able, puisque l'angle maximum �

max[niveau℄

du veteur

�!

V

k

est indépendant de la

onstitution des trajetoires : l'angle maximum �

max[niveau℄

est identique que le pro-

gramme d'usinage omporte une trajetoire franhe ou la même trajetoire onsti-

tuée de petites trajetoires. Cette méthode est don plus robuste que la méthode du

lassement des trajetoires (qui se base uniquement sur la longueur des trajetoires).

La méthode du veteur

�!

V

k

s'intéresse à l'enhaînement des trajetoires. Elle est assez

rapide, puisqu'un seul traitement est e�etué par trajetoire. Pour un programme

d'usinage omposé de n trajetoires, le temps d'exéution de ette méthode est don
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en O(n). Elle sera don utilisée en premier pour reonnaître la stratégie d'usinage

dans un programme donné.

La méthode du lassement des trajetoires et la méthode des trajetoires prohes

peuvent ensuite être utilisées pour une véri�ation de la stratégie d'usinage. La

méthode du lassement des trajetoires est la moins robuste, puisque la mise en

évidene d'une stratégie de type zigzag devient impossible lorsque le programme

d'usinage n'est onstitué que par une suession de trajetoires réduites.

La méthode des trajetoires prohes est quant à elle relativement robuste. Pour

un programme d'usinage omposé de n trajetoires, la première trajetoire est om-

parée au (n � 1) èmes trajetoires suivantes dans le pire des as, la deuxième tra-

jetoire est omparée au (n� 2) èmes trajetoires suivantes dans le pire des as. Le

temps d'exéution de ette méthode est don dans le pire des as en O(n

2

), e qui

rend ette méthode plus lente que les méthodes préédentes, et ei dans tous les

as.

Ainsi en étudiant les aratéristiques des di�érentes stratégies utilisées pour l'usi-

nage d'une pièe, nous avons mis au point trois méthodes distintes et indépendantes

qui permettent d'analyser et de traiter les données des trajetoires ontenues dans

le �hier d'usinage pour reonnaître la stratégie utilisée. L'utilisation d'une méthode

ou la ombinaison de 2 ou des 3 méthodes permet de reonnaître de manière relati-

vement �able la stratégie d'usinage employée e qui nous permettra d'analyser plus

failement par la suite le programme d'usinage. En déomposant le programme ini-

tial en plusieurs sous-parties d'usinage, toutes les stratégies utilisées dans un même

programme d'usinage sont mises en évidene en appliquant les méthodes de reon-

naissane de la stratégie d'usinage sur haque sous-partie du programme.
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6.2 Evaluation mémoire en 2D

1

2

6.2.1 Présentation du problème

A partir des paramètres ontenus dans le �hier d'usinage, nous souhaitons es-

timer le nombre de dexels et d'éléments en Z qui vont être réés au ours de la

simulation. Cette estimation permet d'évaluer l'espae mémoire néessaire au bon

déroulement de la simulation et d'adapter éventuellement la taille de l'image (onte-

nant la simulation d'usinage) à l'espae mémoire disponible sur la mahine.

Pour évaluer le nombre de dexels et d'éléments en Z, nous allons nous plaer dans

un as simple d'usinage. Notre étude s'appuie sur les onditions d'usinage suivantes :

1. L'usinage est un usinage de pohe de type 2D

1

2

, 'est à dire à profondeur

onstante.

2. Nous ne modi�ons qu'un seul degré de liberté (angle d'orientation ') parmi

les angles d'orientation de la pièe ' et � (voir �gure 5.3 de la page 78 du

hapitre préédent). En e�et, en �xant l'angle � à �90

Æ

, nous onservons une

profondeur onstante en Z dans l'espae image (nous travaillons à profondeur

onstante et nous ne tolérons pas d'inlinaison de la pièe pour pouvoir aluler

par la suite pour haque déplaement de l'outil, une estimation du volume de

matière enlevé sans tenir ompte de projetions).

3. Une seule stratégie d'usinage est utilisée. Elle peut être de type zigzag ou

ontours parallèles.

En e�et, si la pièe est omposée de plusieurs sous-parties d'usinage, nous trai-

terons haque sous-partie séparément les unes après les autres.

6.2.2 Prinipe utilisé pour l'évaluation du nombre de dexels

6.2.2.1 Classi�ation des dexels

Pour une image de dimensions données, nous devons réserver à l'initialisation un

nombre D

initial

de dexels orrespondants aux dimensions de l'image

(D

initial

= Nombre de Lignes � Nombre de Colonnes). Les D

initial

dexels sont de

deux types :

1. des dexels de type fond de l'image. Ils ontiennent les valeurs par défaut pour

NearZ et FarZ.

2. des dexels de type brut. Ils ontiennent les valeurs appropriées pour NearZ et

FarZ qui permettent de modéliser le brut non usiné.
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Lors de la simulation d'usinage, D



nouveaux dexels sont réés, D

d

dexels sont

supprimés. A la �n de la simulation, le nombre total de dexels utilisés est don de

D

total

= D

initial

+ D



. Le nombre �nal de dexels utilisés pour représenter la pièe

en �n de simulation pour une image de dimensions données est don de D

final

=

D

initial

+D



�D

d

. Evaluer toute la mémoire néessaire à la bonne exéution de la

simulation revient à estimer, à partir des paramètres du programme d'usinage, le

nombre de dexels réés D



.

2

6.2.2.2 Prinipe envisagé pour l'estimation du nombre de dexels utilisés

Y2=

P2

P1

X2

Y

P1 P2

X1 X2

Z Y

X

P1
P2

P1 P2après la trajectoire

1

Y1

ϕ

ϕ

Y

X
X1proj proj

Y2proj

proj

Y

X

Direction de vue
ε

A

B

C

D

A

B

C

D

Dexels

proj

proj

Fig. 6.8 � Visualisation des dexels réés pour une trajetoire isolée dans le brut

Pour estimer le nombre de dexels utilisés dans la simulation nous allons évaluer le

nombre de points d'intersetion des trajetoires de l'outil ave une famille de droites

parallèles entre elles. Un résultat dû à Steinhaus [57℄ permet d'estimer la longueur

2

Nous ne pouvons pas prévoir à l'avane à quel moment de la simulation les dexels seront

supprimés. Ils peuvent être supprimés au fur et à mesure de leur réation omme le montre la

�gure 4.3 de la page 64, ou à un moment quelonque de la simulation. C'est pour ela que nous

allons évaluer le nombre total de dexels réés a�n d'allouer un espae mémoire su�sant sans avoir

besoin de réupérer la mémoire libérée par les dexels supprimés



CHAPITRE 6. EVALUATION DES RESSOURCES NÉCESSAIRES 131

d'une ourbe �. Désignons par M(�; �) le nombre de points d'intersetion de � ave

des lignes parallèles séparées d'une distane � et de diretion � +

�

2

; alors �M(�; �)

donne une estimation de la mesure de la projetion de � sur une droite de diretion

� où haque point est ompté ave sa multipliité.

Dans notre appliation, on onnaît la longueur de la ourbe et nous herhons le

nombre de points d'intersetion de rayons parallèles ave les trajetoires de l'outil.

On obtient M(�; �) =

Longueur Projetee de �

�

. Malheureusement ette formule ne peut

pas être appliquée diretement ar nous disposons de ourbes d'une part d'épaisseur

onstante non nulle et d'autre part disrétisées. Nous devrons don traiter les as

relatifs aux di�érentes stratégies d'usinage.

6.2.2.3 Evaluation du nombre de dexels pour une trajetoire isolée

Tout d'abord, nous souhaitons évaluer le nombre de dexels néessaires à la mise

en plae d'une trajetoire outil isolée dans le brut. Nous avons représenté la traje-

toire outil sur la �gure 6.8 de la page 130 par ses points de départ P

1

(X

1

; Y

1

) et

d'arrivée P

2

(X

2

; Y

2

). La diretion de vue (orientation ' de la pièe ) est représen-

tée sur la �gure 6.8 par une suession de droites parallèles orientées dans le même

diretion ' (par rapport à l'axe X) et espaées de �. Ces droites représentent les

rayons lanés à partir de haque pixel, et � représente la distane entre deux pixels,

'est à dire le pas d'éhantillonnage.

Au moment de l'initialisation, un dexel est assoié à haque pixel du brut. Après

la mise en plae de la trajetoire [P

1

P

2

℄, un nouveau dexel est réé pour haque

pixel se situant sur ette trajetoire. Ainsi, évaluer le nombre de nouveaux dexels

réés par une trajetoire isolée revient à évaluer le nombre de points d'intersetion

de ette trajetoire ave les droites orientées dans la diretion '.

Projetons tout d'abord le segment [P

1

P

2

℄ sur l'axe des X : X

1proj

= X

1

�os'�Y

1

�

sin' et X

2proj

= X

2

� os' � Y

2

� sin', don LongueurProjetee

[P

1

P

2

℄

= |X

2proj

�

X

1proj

j. Le nombre de points d'intersetion est alors de :d

LongueurProjetee

[P

1

P

2

℄

�

e (où

dXe est la partie entière supérieure de X).

Pour obtenir le nombre réel de points d'intersetion des droites orientées ave la tra-

jetoire, il faut se ramener à l'espae (X,Y,Z). Comme la profondeur reste onstante

(usinage en 2D

1

2

) pour un angle � �xé, le nombre de points d'intersetion des droites

ave la trajetoire de l'outil est égal à :

D



= d

LongueurProjetee

[P

1

P

2

℄

�

e � d

Profondeur

�

e

6.2.2.4 évaluation du nombre de dexels pour deux trajetoires prohes

Une trajetoire est rarement isolée ar une pièe est usinée par un ensemble de

trajetoires suivant une stratégie. La trajetoire isolée initiale est suivie de traje-
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toires prohes qui la reouvrent partiellement. La distane entre passes est notée

D

EP

. Lors de la simulation, les trajetoires sont éhantillonnées, l'outil avane don

de pixel en pixel à haque étape de la simulation. Comme l'outil est irulaire,

dans ertains as, de nouveaux dexels peuvent être réés pour une nouvelle position

d'outil et supprimés lorsque l'outil ontinue sa progression sur la trajetoire. Si la

distane entre passes est inférieure au rayon de l'outil, la trajetoire 2 ne réera pas

de nouveaux dexels lors de son passage partiel sur de la trajetoire 1. Par ontre si

la distane entre passes est supérieure au rayon de l'outil alors de nouveaux dexels

seront réés lorsque la trajetoire 2 est parallèle la trajetoire 1, omme le montre

la �gure 4.3 de la page 64. Les dexels sont réés au debut du passage de l'outil,

puis supprimés lorsque l'outil poursuit sa trajetoire. Il faut don omptabiliser es

dexels omme des dexels réés lors de la simulation. Le nombre de nouveaux dexels

réés est don égal à elui du nombre de dexels réés pour une trajetoire isolée 'est

à dire : D



6.2.3 Evaluation du nombre de dexels pour une suession de

trajetoires en zigzag

P P

P

1 2

34

5 67

9 8

P P

P

P

P P

Fig. 6.9 � Exemple de trajetoires en zigzag

Dans le as d'un usinage en zigzag omme elui présenté sur la �gure 6.9 de la

page 132, les trajetoires prohes sont de grandes trajetoires.

� Si la distane entre passes D

EP

est supérieure au rayon de l'outil alors les

nouveaux dexels réés pour une grande trajetoire prohe [P

i

P

i+1

℄ se al-

ulent omme préédemment, 'est à dire : D



= d

LongueurProjetee

[P

i

P

i+1

℄

�

e �

d

Profondeur

�

e.
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� Si la distane entre passes D

EP

est inférieure au rayon de l'outil alors de

nouveaux dexels seront réés si les trajetoires prohes ne se "superposent" pas

totalement (omme dans un as similaire aux trajetoires [P

1

P

2

℄ et [P

3

P

4

℄).

Les nouveaux dexels réés orrespondent à la di�érene de longueur projetée

entre les deux trajetoires omme [P

1

P

4

℄ sur la �gure 6.9 de la page 132, il

sont don au nombre de : D



= d

LongueurProjetee

[P

1

P

4

℄

�

e � d

Profondeur

�

e.

6.2.4 Evaluation du nombre de dexels pour une suession de

trajetoires en ontours parallèles

4

P

P P

PP

5

1 P2

3

PP

P

9 8

76

Fig. 6.10 � Exemple de trajetoires en ontours parallèles

Dans le as d'un usinage en ontours parallèles omme elui présenté sur la

�gure 6.10 de la page 133, les trajetoires du premier ontour sont des trajetoires

isolées ([P

1

P

2

℄, [P

2

P

3

℄, [P

3

P

4

℄, [P

4

P

5

℄), et les trajetoires des autres ontours

sont onsidérées omme des trajetoires prohes. Si la distane entre passes D

EP

est supérieure au rayon de l'outil alors les nouveaux dexels réés pour une grande

trajetoire prohe [P

i

P

i+1

℄ se alulent omme préédemment, 'est à dire : D



=

d

LongueurProjetee

[P

i

P

i+1

℄

�

e � d

Profondeur

�

e.

6.2.5 Evaluation du nombre d'éléments en Z

Nous souhaitons évaluer approximativement le nombre d'éléments en Z présents

dans la trae en Z en �n de simulation pour une pièe usinée en 2D

1

2

, et pour un

point de vue �xé à � = �90

Æ

et ' variable.

Mais pour ommener, nous allons évaluer le nombre d'éléments en Z néessaires à
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la onstrution d'une trae en Z orrespondant à la réation d'une trajetoire isolée

dans le brut.

6.2.5.1 Evaluation du nombre d'éléments en Z pour une trajetoire

Zmin ZmaxZ2 Z1

Z 2 Z 1 Z maxZmin

z-buffer
étendu

z-trace

Zmin Zmax

Zmax

Zmin

Z 4 Z3

Z 2 Z 1 Z 3 Z maxZmin Z 4

z-buffer
étendu

z-trace

Z 6 Z 2 Z 1 Z 3 Z maxZmin Z 5Z

Z

4

ε

Zmin Zmax

minZ

Zmax Z5Z 6
z-buffer
étendu

z-trace

Z1
Z2

min

Zmax

Z 6

Z5

Z 4

Z3

Z

Etape n 

Etape n+1 

Etape n+2 

Fig. 6.11 � Evaluation du nombre d'éléments en Z

Comme le montre la �gure 6.11 de la page 134, à haque étape de la simulation,

le NearZ et le FarZ du z-bu�er étendu sont modi�és e qui revient à rajouter deux

nouveaux éléments en Z dans la z-trae. Ainsi en �n de trajetoire, l'enveloppe

et l'intérieur (endroit du brut où l'outil attaque la matière) de la trajetoire sont

mémorisés par un grand nombre d'éléments en Z.

La �gure 6.12 de la page 135 permet de visualiser dans l'espae image la pièe et

la trajetoire usinée. Les éléments en Z de la z-trae sont réés suivant l'axe des Z. A

priori, le nombre de es éléments en Z orrespond au volume dé�ni par l'enveloppe

de la trajetoire, puisqu'à haque nouvelle étape de la simulation l'outil hange de

position et grignote un peu plus de l'intérieur de la trajetoire. A priori, e volume

est onstant quel que soit l'angle de vue ' hoisi. Expérimentalement, nous avons

voulu véri�er que le nombre d'éléments en Z de la z-trae pour un angle de vue

' de 0

Æ

est équivalent au nombre d'éléments en Z de la z-trae pour un angle de

vue ' de 90

Æ

. Mais nous ne retrouvons pas le même nombre d'éléments en Z dans

les deux as. En réalité, il faut tenir ompte de l'éhantillonnage de l'outil. Dans la
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Fig. 6.12 � Visualisation de la trajetoire dans l'espae image

tehnique du z-bu�er étendu appliquée à la simulation d'usinage, l'outil doit être

éhantillonné et déomposé en dexels a�n de omparer les dexels du brut aux dexels

de l'outil. La première partie de la �gure 6.13 de la page 136 montre omment dans

le plan (X,Z) l'outil, initialement assimilé à un erle, est éhantillonné. En fontion

du pas d'éhantillonnage, le ontour de l'outil devient plus ou moins grossier dans

le plan (X,Z). Cette perte d'information sur les ontours de l'outil se traduira par

une perte d'information dans la z-trae. La seonde partie de la �gure 6.13 de la

page 136 montre e phénomène. Nous supposons que la trajetoire usinée est paral-

lèle à l'axe des X et nous observons l'évolution d'une z-trae Z

t

n

sur ette trajetoire

à di�érentes étapes de la simulation. A l'étape i de la simulation, la z-trae om-

mene à être modi�ée, deux éléments en Z sont réés (Z

5

et Z

7

). A l'étape i + 4

de la simulation, la z-trae subit sa dernière modi�ation, elle est alors omposée

de 8 éléments en Z (Z

1

, Z

2

, Z

3

, Z

5

, Z

7

, Z

9

, Z

10

et Z

11

). Le nombre d'éléments en

Z attendu est alors de 11. Lorsque nous évaluerons le volume de la trajetoire, il

faudra tenir ompte de es 3 éléments en Z

Manquants

sur haune des z-traes.

Si la trajetoire usinée est parallèle à l'axe des Z , tous les Z attendus seront présents

dans la z-trae �nale : à haque nouvelle étape, l'outil se déplae d'un Z, et don e

Z est mémorisé dans la z-trae.

L'évaluation du nombre d'éléments en Z va dépendre de l'orientation � de la traje-

toire dans le repère image.

Si la trajetoire est parallèle à l'axe des X (� = 0

Æ

), il faut tenir ompte des

Z

Manquants

.

Si la trajetoire est parallèle à l'axe des Z (� = 90

Æ

), il n'y a pas de Z manquant.

Si la trajetoire est orientée dans une diretion � quelonque (par rapport à l'axe
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n 

Etape i

Fig. 6.13 � Éhantillonnage de l'outil

des X) dans l'espae image (X,Z) , il faut déomposer le problème. Revenons à

la �gure 6.12 de la page 135, si P

1

(X

proj

1

,Y

proj

1

) est le début de la trajetoire et

P

2

(X

proj

2

,Y

proj

2

) la �n de la trajetoire, la diretion de la trajetoire dans le plan

image (X, Z) est donnée par : � = artan(

(Y

proj

2

�Y

proj

1

)

(X

proj

2

�X

proj

1

)

). La longueur de la traje-

toire projetée sur X est : L

X

= kX

proj

2

� X

proj

1

k et la longueur de la trajetoire

projetée sur Z est : L

Z

= kZ

proj

2

� Z

proj

1

k. Notons �, le pas d'éhantillonnage, le

nombre d'éhantillons sur X orrespondant à L

X

est Nb

X

= d

L

X

�

e et le nombre

d'éhantillons sur Z orrespondant à orrespondant à L

Z

est Nb

Z

= d

L

Z

�

e.
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Pour se déplaer de P

1

à P

2

, nous utilisons l'algorithme de Bresenham. Grâe à

Bresenham, nous e�etuons soit des déplaements horizontaux (parallèle à l'axe des

X), soit des déplaements vertiaux (parallèle à l'axe des Z). Pour une trajetoire

(P

1

P

2

) de diretion �, nous onsidérons que le nombre de déplaements horizontaux

représente (100 �

j os�j

j os�j+j sin�j

)% du nombre total de déplaements et le nombre de

déplaements vertiaux représente (100 �

j sin�j

j os�j+j sin�j

)% du nombre total de dépla-

ements

6.2.5.2 Evaluation du nombre d'éléments en Z

Manquants

dus à l'éhan-

tillonnage de l'outil

Le nombre de Z

Manquants

dépend du rayon de l'outil R et du pas d'éhantillon-

nage � hoisi. Pour déterminer le nombre de Z

Manquants

lors de l'éhantillonnage

de l'outil, il faut omparer pour haque point d'éhantillonnage en ours sur X, la

hauteur en Z de e point d'éhantillonnage ave la hauteur en Z du point sur X

de l'éhantillonnage préédent. Si la di�érene de hauteur est nulle ou égale à 1,

auune information ne sera perdue lorsque l'outil avanera d'un élément en X, mais

si ette di�érene de hauteur est supérieure à 1, la z-trae au �nal perdra Z

Manquants

éléments en Z de plus. Le nombre de Z

Manquants

est indépendant de la trajetoire, il

doit être alulé uniquement à haque hangement d'outil ou d'éhelle. L'algorithme

suivant permet d'évaluer le nombre de Z

Manquants

:

EvaluationNombreZManquants

NbPoints

Rayon

X

= d

RayonOutil

�

e ;

HauteurZ

Preedente

=0 ;

Z

Manquants

=0 ;

pour i := 1 .. NbPoints

Rayon

X

faire

os  =

(NbPoints

Rayon

X

�i)��

R

;

 = aros  ;

HauteurZ

Courante

= b

R�sin 

�

 ;

sijHauteurZ

Courante

�HauteurZ

Preedente

j > 1

alors Z

Manquants

= Z

Manquants

+

2� (jHauteurZ

Courante

�HauteurZ

Preedente

j � 1) ;

�n si

HauteurZ

Preedente

= HauteurZ

Courante

�n pour
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Evaluation du nombre d'éléments en Z pour une trajetoire (P

1

P

2

)

d'orientation � quelonque dans le plan (X,Z) image

Nous évaluons tout d'abord le volume orrespondant à une trajetoire parallèle

à l'axe des X. Nous onsidérons que la longueur de ette trajetoire est la longueur

projetée en X de la trajetoire (P

1

P

2

). Comme l'outil e�etue uniquement des dépla-

ements horizontaux le long de ette trajetoire, il ne faut pas oublier de soustraire

le volume dû aux Z

Manquants

. Au �nal, le volume engendré par la trajetoire (P

1

P

2

)

sur X est égal à V ol

X

:

V ol

X

= (

L

X

�2�RayonOutil�Profondeur

�����

)� (

L

X

�Z

Manquants

�Profondeur

���

)

Pour aluler le volume orrespondant à un déplaement de l'outil parallèle à l'axe

des Z, nous travaillons sur la trajetoire de longueur L

Z

. Pour un tel déplaement,

il n'y a pas de Z

Manquants

, le volume engendré par la trajetoire (P

1

P

2

) sur Z est

égal à V ol

Z

:

V ol

Z

= (

L

Z

�2�RayonOutil�Profondeur

�����

)

Comme la trajetoire T

i

(P

1

P

2

) a une orientation �, il faut tenir ompte de Bre-

senham pour évaluer le nombre d'éléments en Z au total dans la z-trae :

Z

Total

T

i

=

(V ol

X

�j os�j)+(V ol

Z

�j sin�j)

j os�j+j sin�j

6.2.5.3 Evaluation du nombre d'éléments en Z pour un ensemble de tra-

jetoires suivant une stratégie d'usinage en zigzag ou en ontours

parallèles

La distane entre passes D

EP

est un paramètre hoisi par l'utilisateur lors de

l'élaboration du �hier d'usinage. Il est ommun à l'ensemble des trajetoires d'une

même stratégie d'usinage et il permet de dé�nir les trajetoires de telle manière

qu'elles se "reouvrent" partiellement les unes sur les autres et ela quelle que soit

la stratégie hoisie (zigzag ou ontours parallèles). Le reouvrement est total si D

EP

est nul, le regroupement est partiel si 0 < D

EP

< 2 � RayonOutil, et il n'y a pas

de reouvrement lorsque D

EP

> 2� RayonOutil. Nous supposons par la suite que

D

EP

a été orretement hoisi (0 < D

EP

< 2�RayonOutil).

Tout d'abord, prenons un as idéal omposé de deux trajetoires prohes T

1

et T

2

de

même longueur et l'une rigoureusement au-dessus de l'autre. Elles ont aussi la même

largeur puisque la largeur est �xe et égale à 2�RayonOutil. Nous remarquons que

es trajetoires prohes se reouvrent à 50% lorsque D

EP

= RayonOutil. Ainsi pour

un D

EP

quelonque, la trajetoire T

2

reouvre (100� (

50�D

EP

RayonOutil

))% de la trajetoire

T

1

. Si nous évaluons séparément l'ensemble des éléments en Z des deux trajetoires

Z

Total

= Z

Total

1

+Z

Total

2

, nous omptabilisons en double les éléments en Z ommuns
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aux deux trajetoires. Le nombre d'éléments en Z réellement utilisés dans la z-trae

est don seulement de (

50�D

EP

RayonOutil

))% des Z

Total

.

Si maintenant, nous nous intéressons au as réel, les trajetoires prohes T

1

et T

2

ne sont pas forément ni de même longueur, ni l'une rigoureusement au-dessus de

l'autre. Le reouvrement peut avoir lieu, soit sur toute la trajetoire T

1

, soit sur une

partie. En réalité, nous ne reherhons pas le nombre exat d'éléments en Z réelle-

ment utilisés dans la z-trae, mais plut�t une approximation. De plus, un ensemble

de n trajetoires, lorsqu'elles suivent une stratégie, usine généralement une pohe,

'est pourquoi nous onsidérons que le nombre d'éléments en Z approhés orrespond

à (

50�D

EP

RayonOutil

))% des Z

Total

de toutes les trajetoires, même si les trajetoires T

1

et

T

2

ne sont pas exatement de même longueur. Pour majorer ette approximation, et

réserver assez de mémoire, nous majorons le nombre d'éléments en Z ainsi trouvés

de 20%.

Ainsi, pour un ensemble de n trajetoires suivant une stratégie d'usinage dé�nie

à partir d'une distane de passes D

EP

, nous pouvons approximer le nombre d'élé-

ments en Z néessaires à la onstrution de la z-trae orrespondante en appliquant

la formule suivante :

Z

Total

Approx

= 1; 2�(

n

P

i=1

Z

Total

T

i

)�(

50�D

EP

100�RayonOutil

) = 1; 2�(

n

P

i=1

Z

Total

T

i

�(

D

EP

2�RayonOutil

))

6.2.6 Evaluation expérimentale

6.2.6.1 Mise en plae de l'évaluation expérimentale

Nous avons testé l'évaluation du nombre de dexels et elle du nombre d'éléments

en Z sur le �hier ZZIdéal qui orrespond à un usinage en zigzag semblable à elui

proposé sur la première partie de la �gure 6.1. Dans e �hier, l'angle � des grandes

trajetoires du motif zigzag est de 90

Æ

.

Nous avons travaillé ave trois éhelles (�) di�érentes :

� � = 0; 38 qui orrespond à une image de 640 olonnes et 480 lignes.

� � = 0; 57 qui orrespond à une image de 320 olonnes et 480 lignes.

� � = 0; 76 qui orrespond à une image de 320 olonnes et 240 lignes.

Tout d'abord, nous avons relevé le nombre réel de dexels utilisés par le z-bu�er

étendu au ours de la simulation (notés D

r

) et le nombre réel d'éléments en Z réés

par la z-trae (notés Z

r

). Ensuite, une estimation du nombre de dexels (notés D

e

)

et du nombre d'éléments en Z (notés Z

e

) a été e�etuée. Ces simulations ont été

réalisées pour une orientation de la pièe allant de ' = 0

Æ

à 180

Æ

. La pièe étant

symétrique, les orientations de ' = 180

Æ

à 360

Æ

donnent les mêmes résultats que les
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orientations préédentes.

6.2.6.2 Evolution du nombre réel de dexels en fontion de la diretion

de vue et de l'orientation des trajetoires

Le graphe 6.15 montre l'évolution du nombre de dexels en fontion de l'angle de

vue.

� Pour une image de 640 olonnes et 480 lignes, nous onstatons que D

r

est minimal pour les vues où l'angle ' a la même valeur que l'angle � des

grandes trajetoires (8 100 pour ' = 90

Æ

). Dans e as-là, l'outil ne rée pas

de nouveau dexel à haun de ses déplaements le long d'une même grande

trajetoire puisqu'il se déplae suivant une diretion de vue : un seul et même

dexel est retouhé (raboté) tout au long de e parours.

Par ontre, pour les diretions de vue dont l'angle ' est déalé de 90

Æ

(modulo

180

Æ

) par rapport aux angles � des grandes trajetoires, nous observons un

nombre maximal de dexels (91 013 pour ' = 90

Æ

). Pour expliquer e phéno-

mène nous devons revenir sur l'éhantillonnage de l'outil qui est représenté sur

la �gure 6.14.

φ

RayonOutil

DEP

d

h
h
h

h

1

2

3
4

Grande Trajectoire

Brut
Outil

2

1

φ

Fig. 6.14 � Ehantillonnage de l'outil pour une grande image de 640 olonnes et 480

lignes
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Fig. 6.15 � Evolution du nombre réel de dexels en fontion de l'angle de vue.
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Fig. 6.16 � Evolution du rapport du nombre réel de dexels pour deux éhelles

di�érentes et trois dimensions d'images en fontion de l'angle de vue.
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Fig. 6.17 � Evolution de D

r

et D

e

en fontion de l'angle de vue pour une image de

640 olonnes et 480 lignes.
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Fig. 6.18 � Evolution du rapport

D

e

D

r

pour une image de 640 olonnes et 480 lignes.
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Notons h

1

la valeur du premier palier d'éhantillonnage, h

2

la valeur du deuxième

palier d'éhantillonnage. Nous avions vu dans le hapitre sur les strutures de

données (�gure 4.3 de la page 64) que des dexels peuvent être réés puis sup-

primés entre deux trajetoires prohes. Cela dépend de la position de l'outil

par rapport à la grande trajetoire préédente, 'est à dire de la distane entre

passes D

EP

. Notons d la distane telle que :

d = D

EP

� RayonOutil

� Si d > h

1

alors à haque avanée de l'outil pour un angle de vue déalé de

90

Æ

par rapport à l'angle � des grandes trajetoires, un dexel supplémentaire

est réé pour ensuite être supprimé

� Si d � h

1

alors auun dexel supplémentaire n'est réé.

Dans notre simulation (pour � = 0:38), d > h

1

, e qui explique que D

r

soit

maximal pour un angle de vue déalé de 90

Æ

par rapport à l'angle des grandes

trajetoires (soit ' = 0

Æ

modulo 180

Æ

). Ce nombre de dexels est onstant

jusqu'à ' = 8

Æ

, puis il hute brusquement pour les angles de vue ' de 8

Æ

à 20

Æ

. Cette brusque diminution du nombre de dexels orrespond au pas-

sage du premier palier d'éhantillonnage (h

1

où �

1

= 8

Æ

) au deuxième palier

d'éhantillonnage (h

2

où �

2

= 20

Æ

). Le nombre de dexels diminue ensuite plus

uniformément jusqu'à son minimum pour les raisons suivantes :

� Lorsque l'angle de vue ' se rapprohe de l'angle � des grandes trajetoires,

le phénomène des dexels supplémentaires réés et supprimés s'annule.

� Pour les angles de vue, où e phénomène est toujours présent, les paliers

d'éhantillonnage sont plus réguliers, il n'y a plus de variation brusque du

nombre de dexels. Nous pouvons toutefois noter une nouvelle variation au-

tour de ' = 30

Æ

, e qui orrespond au passage du palier h

2

au palier h

3

.

� Pour une image de 320 olonnes et 480 lignes, D

r

est toujours mini-

mal pour les vues où l'angle ' a la même valeur que l'angle � des grandes

trajetoires.

Par ontre, pour les diretions de vue dont l'angle ' est déalé de 90

Æ

(mod

180

Æ

) par rapport aux angles � des grandes trajetoires, nous n'observons pas

un nombre maximal de dexels. En e�et, pour ette image, nous nous trou-

vons dans le as où d � h

1

, auun dexel supplémentaire n'est réé, le nombre

de dexels n'est don pas maximal. Au premier hangement de palier d'éhan-

tillonnage, nous retrouvons la variation brusque du nombre de dexels omme

préédemment.
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� Pour une image de 320 olonnes et 240 lignes, nous observons la même

tendane que la ourbe préédente, puisque qu'ave une telle éhelle nous nous

trouvons toujours dans le as où : d � h

1

.

Le graphe 6.16 montre l'évolution du rapport du nombre réel de dexels pour deux

éhelles di�érentes et trois dimensions d'image en fontion de l'angle de vue. Mis à

part l'angle de vue déalé de 90

Æ

par rapport aux grandes trajetoires (soit ' = 0

Æ

modulo 180

Æ

), le rapport du nombre de dexels est à peu près onstant.

Le rapport entre D

r

pour une image de 640 olonnes par 480 lignes et D

r

pour une

image de 320 olonnes par 480 lignes est 2. En e�et, omme le nombre de olonnes

est divisé par 2, le nombre de dexels est aussi divisé par 2.

On onstate les mêmes variations de rapport pour les autres tailles d'images lors de

la division du nombre de olonnes et/ou de lignes.

1

2
3

4

Brut

Grande Trajectoire

Outil

RayonOutil

D
d

h

h
h h

EP

Fig. 6.19 � Ehantillonnage de l'outil pour une image de 320 olonnes et 240 lignes.
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6.2.6.3 Analyse des ourbes orrespondant à l'estimation du nombre de

dexels

Les �gures 6.17 et 6.18 permettent de omparer D

r

et D

e

. Ces deux ourbes

suivent la même tendane. La di�érene entre le nombre de dexels réel et estimé

s'explique par la prise en ompte ou non des dexels supplémentaires éventuellement

réés.

L'évolution du rapport du nombre estimé de dexels pour deux éhelles di�érentes

et trois dimensions d'image en fontion de l'angle de vue est onstant et dépend de

la taille de l'image hoisie. Il est identique au rapport du nombre réel de dexels pour

deux éhelles di�érentes et trois dimensions d'image.

Le rapport entre D

e

pour une image de 640 olonnes par 480 lignes et D

e

pour une

image de 320 olonnes par 480 lignes est 2.

On onstate les mêmes variations de rapport pour les autres tailles d'images lors de

la division du nombre de olonnes et/ou de lignes.

6.2.6.4 Evolution du nombre réel d'éléments en Z en fontion de la di-

retion de vue et de l'orientation des trajetoires

Le graphe 6.20 montre l'évolution du nombre réel d'éléments en Z en fontion

de l'angle de vue. Quelle que soit l'image hoisie, l'évolution de Z

r

suit la même

tendane. Z

r

est maximal pour les vues où l'angle ' a la même valeur que l'angle

� des grandes trajetoires (1 818 837 pour ' = 90

Æ

). Pour omprendre pourquoi

le nombre d'éléments en Z est maximal pour une diretion de vue dans la même

diretion que les grandes trajetoires, il est néessaire de revenir sur l'expliation

des Z

Manquants

(voir page 137). Lorsque l'angle � de la trajetoire est le même que

l'angle de vue ' (modulo 180

Æ

), la trajetoire est parallèle à l'axe des Z dans l'espae

image. On ne tient plus ompte des Z

Manquants

puisque tous les Z sont présents dans

la z-trae �nale. En e�et, à haque nouvelle étape, l'outil se déplae d'un Z, et don

e Z est mémorisé dans la z-trae, le nombre d'éléments en Z est don maximal.

Par onséquent, Z

r

est minimal pour les angles de vue où ' est déalé de 90

Æ

(mod

180

Æ

) par rapport aux angles � des grandes trajetoires (1 066 735 pour ' = 0

Æ

), là

où les Z

Manquants

sont les plus nombreux.



CHAPITRE 6. EVALUATION DES RESSOURCES NÉCESSAIRES 146

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 10

6

Angles (en degrés)

Z Réels pour (640;480)
Z Réels pour (320;480)
Z Réels pour (320;240)

Fig. 6.20 � Evolution du nombre réel d'éléments en Z en fontion de l'angle de vue.
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Fig. 6.21 � Evolution du rapport du nombre réel d'éléments en Z pour deux éhelles

di�érentes et trois dimensions d'image en fontion de l'angle de vue.
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Fig. 6.22 � Evolution de Z

r

et Z

e

en fontion de l'angle de vue pour une image de

640 olonnes et 480 lignes.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

Fig. 6.23 � Evolution du rapport
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pour une image de 640 olonnes et 480 lignes.
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Le graphe 6.21 montre l'évolution du rapport du nombre réel d'éléments en Z

pour deux éhelles di�érentes et trois dimensions d'image en fontion de l'angle de

vue. Ce rapport ne peut plus être diretement alulé à partir du nombre de olonnes

et de lignes de haque image. En e�et, l'éhantillonnage de l'outil entre en ompte

et il faut prendre en onsidération les Z

Manquants

.

6.2.6.5 Analyse des ourbes orrespondant à l'estimation du nombre

d'éléments en Z

La �gure 6.22 permet de omparer le nombre réel d'éléments en Z néessaires à la

simulation et le nombre d'éléments en Z estimés. L'allure de la ourbe représentant le

nombre estimé d'éléments en Z suit l'allure de la ourbe représentant le nombre réel

d'éléments en Z. Le rapport entre les deux ourbes est représenté sur la �gure 6.23.

Il est voisin de 1.

6.2.6.6 Temps de simulation
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Fig. 6.24 � Evolution du temps de simulation en fontion de l'angle de vue (en

seondes).
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Le graphe 6.24 représente l'évolution du temps néessaire pour mener à bien une

simulation. Ce temps est de l'ordre de quelques seondes à quelques dizaines de se-

ondes. Les vues où l'angle ' a la même valeur que l'angle � des grandes trajetoires

ont un temps de simulation 8 fois plus important pour une image de 640 olonnes

et 480 lignes que les vues où l'angle de vue est déalé de 90

Æ

par rapport à l'angle

� des grandes trajetoires. Pour de telles vues (' = 90), le nombre d'éléments en Z

est maximal, les dexels seront don très fréquemment modi�és e qui in�ue sur le

temps de simulation.

En revanhe, l'estimation du nombre de dexels et du nombre d'éléments en Z

est très rapide et ne néessite que quelques milliseondes. Il sera don intéressant

de réaliser une estimation de la mémoire néessaire en fontion de l'angle de vue et

de déterminer la diretion privilégiée des trajetoires. Cei nous permet de réserver

rapidement assez de mémoire pour mener à bien la simulation sans monopoliser

toutefois trop de ressoures, et de hoisir la meilleure résolution et le meilleur angle

de vue pour visualiser au mieux et au plus vite la simulation.



Conlusion

Ave l'évolution qui se dessine en CFAO (STEP NC, ISO 14649), la néessité

de la simulation d'usinage ne sera pas remise en ause ni, dans bien des as, le r�le

d'un opérateur quali�é pour véri�er et optimiser de façon interative les programmes

pièes.

Le travail présenté dans le adre de ette thèse porte sur l'amélioration du z-bu�er

étendu, tehnique bien adaptée pour représenter les objets dans le domaine de la

simulation d'usinage pratiquée dans les petits ateliers de méanique.

Dans sa version initiale, le z-bu�er étendu ne garde pas en mémoire l'historique de

la onstrution de la pièe �nale : pour revenir en arrière dans la visualisation, il

faut reprendre la simulation depuis le début. L'introdution de deux traes omme

nouvelles fontionnalités du z-bu�er étendu nous a permis d'envisager une simulation

interative :

� La trae en Z est une trae omplète qui permet de reonstruire le modèle à

un instant préis de la simulation

� La trae en temps a�he seulement un instant préis de la simulation, mais

s'avère plus rapide.

Pour optimiser les performanes des traes, nous avons étudié di�érentes strutures

de données. Nous avons d'une part utilisé les Skip Lists et nous avons d'autre part

introduit les Interval Treap. Ces strutures permettent une onsultation rapide des

données mémorisées entraînant ainsi une simulation onviviale au débit d'images

régulier.

Nous avons également montré que l'évaluation préalable des ressoures néessaires

au bon déroulement de la simulation peut s'e�etuer très rapidement.

L'introdution des traes doit permettre une amélioration signi�ative de la onvi-

vialité et des performanes de la simulation d'usinage telle qu'elle peut se pratiquer

dans les ateliers.

Ces méthodes sont oûteuses en mémoire mais restent ompatibles ave les artes

graphiques, la apaité mémoire et les vitesses des proesseurs des miro-ordinateurs

utilisés aujourd'hui dans es ateliers. De plus, l'évolution de la tehnologie des miro-
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ordinateurs en e qui onerne d'une part l'a�hage graphique vers le transfert de

matries de pixels de la mémoire entrale vers la mémoire graphique ne peut être

que béné�que ; d'autre part, la mémoire disponible à un oût de plus en plus faible

permet de rendre de moins en moins pénalisante la onsommation élevée néessaire .

Nous pensons que le z-bu�er étendu ave les améliorations que nous proposons

est une struture simple, robuste, qui au prix d'une perte d'information ertaine

peut traiter les nombreuses trajetoires atuellement inompatibles ave l'emploi

d'un modèle exat.

Dans un prohe avenir nous implanterons une proédure de alul du taux d'en-

lèvement de matière, e qui permettra de prolonger notre travail à un début de

véri�ation des onditions de oupe.

La prinipale limitation de la méthode du z-bu�er étendu provient de la néessité de

hoisir un angle de vue avant la simulation, e qui diminue l'interativité et a�ete la

préision du modèle et la visibilité de ertaines erreurs. Nous estimons que le déou-

plage de la modélisation et de la visualisation dans la struture du z-bu�er étendu en

utilisant simultanément plusieurs diretions de vue (orthogonales ou non) permet-

trait à moindre oût une meilleure préision. L'usage de l'algorithme des marhing

ubes rendrait ertes plus omplexe l'étape de modélisation en néessitant le trai-

tement de nombreux as partiuliers mais permettrait une préision arue et une

meilleure interativité. Les améliorations que nous proposons s'intégreraient bien à

ette nouvelle approhe, que e soit pour l'usage des traes ou pour l'estimation des

ressoures néessaires à la simulation.



Annexe

A.1 L'usinage par enlèvement de matière

A.1.1 Généralités sur le fraisage

Les mahines-outils sont lassées prinipalement selon la nature de l'opération

e�etuée : enlèvement de matière, déformation , déoupage, soudage, . . . . L'enlève-

ment de matière lui-même peut être obtenu par di�érents proédés physiques : enlè-

vement de opeaux, abrasion, életro-érosion, qui donnent lieu à l'existene d'autant

de mahines di�érentes. On trouve beauoup de mahines lassiques de tournage et

de fraisage, mais aussi, de plus en plus, des mahines spéialisées métiers ave des

arhitetures méaniques diversi�ées.

L'usinage par enlèvement de opeaux (tournage, fraisage), est un proédé de fa-

briation qui permet de réaliser une pièe par enlèvement progressif de matière. Cet

enlèvement de matière est généré sur la base de la formation d'un opeau par mou-

vement relatif d'un élément, possédant une géométrie partiulière (outil de oupe),

par rapport à un autre élément, la matière à usiner (brut) (�gure A.25, page 152).

Outil (Fraise)

Brut

Copeau

Pièce

Fig. A.25 � Dé�nition de l'usinage (fraisage).
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La partie ative de l'outil pénètre dans la matière pour séparer la partie à obtenir

(opeau) de elle à réupérer (pièe à usiner). Le mouvement relatif, dans le as du

fraisage, résulte du déplaement de l'outil par rapport à la pièe solidaire de la table

de la mahine-outil (mouvement d'avane) et de la rotation de l'outil (mouvement

de oupe). L'usinage d'une pièe est don réalisé par la ombinaison de es deux

mouvements (le mouvement d'avane appliqué à la pièe et le mouvement de oupe

appliqué à l'outil).

Dans la suite de ette présentation, nous nous intéresserons plus partiulièrement

au fraisage. Une fraiseuse à trois axes est une mahine qui usine prinipalement

des pièes prismatiques (ontrairement au tour qui permet d'usiner des pièes de

révolution). La pièe est �xée dans une installation de bridage (table porte-pièe).

Y

Z

X

Volume 
usinable

Fig. A.26 � Fraiseuse

L'outil de oupe est bloqué sur un système porte-fraise, lui-même �xé dans la brohe

de la mahine-outil. Lors du fraisage, l'outil est mis en rotation, une lame d'outil

(arête oupante) pénètre dans la matière et enlève un opeau. L'outil ontinue à

suivre sa trajetoire qui interfère ave la pièe à usiner. Ces mouvements sont assurés

par les mouvements onstitutifs de la mahine outil. Pour dé�nir la trajetoire de

l'outil au ours de l'usinage, un système d'axes est normalisé [58℄. Ce système d'axes

est dé�ni à partir des normes NF Z 68-020 et ISO 841 qui préisent la désignation

des axes et le sens de déplaements sur les axes. Les axes XYZ forment un repère

diret (�gure A.26, page 153) :

� l'axe Z orrespond toujours à l'axe de la brohe. C'est l'axe de rotation de

l'outil pendant l'usinage.

� l'axe X orrespond à l'axe perpendiulaire à Z qui permet le plus grand
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déplaement de la table de la fraiseuse.

� l'axe Y orrespond à l'axe perpendiulaire à X et à Z.

Le plan XY représente don le plan de table de la mahine-outil.

Perçage

Poche

Rainure

Plans épaulés

Surfaçage

Fig. A.27 � Formes simples usinables en fraisage

Le déplaement de l'outil suivant les axes dé�nis préédemment permet d'usiner une

pièe de di�érentes manières. En réalité, l'outil se déplae uniquement suivant l'axe

Z, les translations suivant les axes X et Y sont assurées par le déplaement de la

table porte-pièe. Les prinipales formes usinables ou ations pour le fraisage dit en

2D

1

2

sont représentées

3

sur la �gure A.27 de la page 154 :

� le surfaçage qui onsiste à usiner un plan,

� les plans épaulés qui sont aratérisés par l'assoiation de deux plans perpen-

diulaires,

� la rainure qui est aratérisée par l'assoiation de trois plans perpendiulaires,

� la pohe qui est une forme reuse dans la pièe, délimitée par des surfaes

quelonques (plan, ylindre).

� le perçage qui s'identi�e à des trous débouhants ou borgnes.

L'usinage d'une pièe se réalise en plusieurs étapes. La pièe, avant usinage (le

brut), est pourvue d'une surépaisseur. La valeur de ette surépaisseur est fontion

de la gamme d'usinage et des di�érentes ontraintes tehnologiques. En fontion de

ette surépaisseur et de l'état de surfae demandé, trois étapes peuvent (ou non,

selon les as) être distinguées :

� L'ébauhe : 'est la première étape dans l'usinage d'une pohe. Elle onsiste

en un enlèvement de matière important en éliminant l'exédent de matière a�n

de préparer l'étape de �nition.

3

à profondeur de oupe onstante
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� La demi-�nition : ette étape onsiste à réaliser la surfae à usiner ave une

faible surépaisseur. Elle orrige les défauts résultant d'une grosse ébauhe.

� La �nition : 'est l'étape �nale de l'usinage. Elle onsiste à réaliser la sur-

fae à usiner en respetant toutes les spéi�ations imposées par le dossier

de dé�nition de la pièe. A l'issue de ette étape, la forme, la rugosité et les

dimensions désirées sont obtenues pour les surfaes usinées.

La géométrie de l'outil in�ue diretement sur les formes usinables. Les outils

les plus ouramment utilisés sont les fraises ylindrique, torique et sphérique (�-

gure A.28, page 155). La fraise ylindrique est en général réservée pour l'ébauhe.

Les fraises sphérique et torique sont utilisées pour réaliser des surfaes quelonques.

Cependant, la fraise sphérique ne permet pas de réaliser un usinage en 2D

1

2

ar la

vitesse au point O est nulle lorsque la fraise est en mouvement. D'autres fraises sont

réservées à des usinages partiuliers (rainures,...), elles sont appelées les fraises de

formes.

Suivant le nombre d'arêtes tranhantes, on distingue les fraises à une, deux ou

trois tailles.

R

Fraise cylindrique

O
R

R

Fraise sphérique

r

R

Fraise torique

Fig. A.28 � Outils utilisés.
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Le fraisage peut s'e�etuer en deux modes de travail de la fraise omme le montre

la �gure A.29, page 156 :

� Fraisage en opposition : l'attaque d'une dent de la fraise se fait ave une

épaisseur de opeau nulle. Chaque dent attaque une surfae érouie par la dent

préédente.

� Fraisage en onordane, ou en avalant : l'attaque de la fraise se fait sur

un opeau épais. Les dents attaquent diretement sur une grande largeur de

opeau.

Fraisage en opposition

avance

Fraisage en concordance 

avance

Fig. A.29 � Modes de fraisage.

Pour arriver à usiner une pièe dans de bonnes onditions (bon état de la sur-

fae usinée, rapidité de l'usinage, usure modéré de l'outil,. . . ), l'opérateur doit tenir

ompte de divers paramètres tels que le type et la puissane de la mahine, la matière

usinée (aier, aluminium), la matière de l'outil, le type de l'opération. Pour ela, il

faut régler des paramètres spéi�ques appelés paramètres de oupe représentés sur

la �gure A.30 de la page 157 :

� la vitesse de oupe (V



) qui orrespond au déplaement de l'arête de oupe

par rapport à la pièe.

� la vitesse d'avane (F ) qui orrespond au déplaement de l'outil sur la

trajetoire d'usinage.

� la profondeur de passe (a) qui permet de déterminer le volume de opeau

A.1.2 Dé�nition de l'usinage de pohe

Une pohe (�gure A.31, page 157), est onsidérée omme une surfae plane dé-

limitée par un pro�l extérieur fermé et qui ne présente pas d'auto-intersubsetion.

Elle peut ontenir en son intérieur des parties de matière non usinées appelés îlots
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F
d’avance

Z

a

de coupe
Mouvement 

Vc

Mouvement

Fig. A.30 � Paramètres de oupe en fraisage.

positifs, délimités eux aussi par des ontours intérieurs. Les pro�ls extérieurs et les

ontours intérieurs sont onstruits par des segments de droite et/ou des ars de

erles.

X

Outil de coupe

Pièce brute

Poche

Z

Y

Fig. A.31 � Usinage de pohes en 2D

1

2

.

L'usinage d'une pohe est e�etué à profondeur de oupe onstante. L'évidement

de la pohe onsiste à enlever toute la matière ontenue à l'intérieur du pro�l exté-

rieur tout en laissant elles délimitées par les îlots positifs. Les pohes peuvent être

usinées par plusieurs passes d'usinage et ave di�érents outils.

L'usinage de nombreuses pièes méaniques omporte l'évidement de pohes en

2D

1

2

[59℄. L'usinage de pohe en 2D

1

2

est réalisé par des trajetoires linéaires et

irulaires dans des plans parallèles au plan XY .
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A�n de réduire le temps d'usinage, la longueur totale des trajetoires de l'outil de

oupe doit être minimale pour réaliser une ébauhe. Considérant e fait, la génération

de trajetoires est réalisée selon une ertaine stratégie d'usinage. En pratique, il

existe trois stratégies prinipales :

Fig. A.32 � Usinage unidiretionnel.

� L'usinage unidiretionnel : appelé enore usinage en aller simple (�gure A.32,

page 158), est réalisé par des trajetoires linéaires parallèles mais ave dégage-

ment de l'outil de oupe pour haque trajetoire de retour. Ce type d'usinage

présente beauoup d'opérations de dégagement, retour rapide et engagement,

e qui provoque un temps hors usinage important pour une prodution en sé-

rie.

La distane entre deux trajetoires de l'outil est appelée distane entre passe.

Elle est hoisie par l'opérateur et dépend du rayon de l'outil. En e�et, elle

est au maximum égale à 2 � Rayon de l

0

Outil, a�n que toute la matière soit

usinée entre deux grandes trajetoires.

� L'usinage en zig-zag : appelé enore usinage en aller-retour (�gure A.33,

page 159), est réalisé par des trajetoires linéaires parallèles. L'origine et l'ex-
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Fig. A.33 � Usinage en zig-zag.

trémité d'une trajetoire sont déterminées suivant la forme du pro�l de la

pohe.

� L'usinage en ontours parallèles : les trajetoires de l'outil sont des ontours

déalés à une ertaine distane par rapport au pro�l extérieur de la pohe (�-

gure A.34, page 160).

Selon la forme du pro�l extérieur de la pohe et l'éventuelle présene d'îlots

positifs, la pohe peut être divisée en plusieurs zones. L'usinage de la pohe se

poursuit alors zone après zone. L'usinage de haque zone débute par un perçage

et se poursuit selon la stratégie hoisie pour l'usinage de la pohe. En usinage en

ontours parallèles, es zones sont appelées zones monotones. Dans haque zone,

l'usinage se poursuit sans rétration de l'outil de oupe.

A.2 Usinage par ommande numérique

La CN reçoit les informations odées onernant le programme d'usinage de la

pièe, les paramètres d'usinage (omme les dimensions de l'outil) et la modulation

éventuelle des vitesses d'avane et des vitesses de oupe. Elle doit ensuite interpréter

es données et envoyer les signaux de ommande à la mahine outil tout en ontr�-

lant en permanene les déplaements des divers organes mobiles de la mahine outil
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Fig. A.34 � Usinage en ontours parallèles.

en vitesse et en position pour mener à bien l'usinage désiré.

Les déplaements que l'on est appelé à renontrer sur une MOCN peuvent

prendre des formes diverses. Nous distinguons deux types de trajetoires de l'ou-

til :

� Trajetoire fontionnelle :

Ce type de trajetoire ontribue à la réalisation de la surfae à usiner. L'outil

de oupe reste en ontat ave la surfae pendant son mouvement. Cette tra-

jetoire se réalise en vitesse de travail (vitesse qui tient ompte du matériau,

de la profondeur de passe,...).

� Trajetoire non-fontionnelle :

Cette trajetoire n'intervient pas dans la réalisation de la surfae à usiner.

Elle permet le déplaement de l'outil pour atteindre ette surfae. Ce type de

trajetoire s'e�etue généralement en vitesse rapide.

A.2.1 Le programme pièe, quelques notions atuelles

1. Struture

Les instrutions programmées doivent ontenir toutes les données néessaires

à la ommande et au séquenement des opérations à réaliser pour assurer
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l'usinage de la pièe sur la mahine.

Elles regroupent :

� les données géométriques qui indiquent la forme et la dimension de la

pièe à usiner et permettent à la CN de aluler les positions suessives de

l'outil par rapport à la pièe pendant les di�érentes phases d'usinage.

� les données tehnologiques qui préisent, ompte tenu des aratéris-

tiques et des performanes de la mahine outil, les onditions de oupe

optimales pour l'usinage.

Les instrutions d'un programme sont érites dans un langage odé appelé lan-

gage mahine qui devraient se onformer à la norme internationales ISO 6983

(NF Z 68-035, NF Z 68-036 et NF Z 68-037). Toutefois, malgré les nombreux

e�orts de normalisation, il présente des spéi�ités selon le direteur de om-

mande numérique dont est équipée la mahine : la norme ne dé�nit qu'un

noyau sémantique ommun minimal, 'est pourquoi on parle plus justement

de ode G (et M).

Un programme pièe dé�nit une suession d'ations, ligne par ligne, haque

ligne onstitue un blo d'information et orrespond à une étape partiulière

du proessus d'usinage. Chaque blo, ou séquene d'usinage, omporte des

mots qui sont la ombinaison de lettres d'identi�ation appelées adresses.

Les mots débutent par une lettre-adresse qui donne un sens physique aux

données numériques qui suivent. Les lettre-adresses assurent sans ambiguïté

l'identi�ation de l'information et la séparation des mots. Les lettres-adresses

usuelles sont :

� N : pour les mots numéro de blo :

Ces mots �gurent obligatoirement en début de haque blo

� G : pour les mots fontion préparatoire :

Ces fontions dé�nissent le déroulement de ertaines fontions de ommande

et préparent la CN à exéuter une ation bien préise. Ce sont généralement

des ordres de déplaement, de déalage, d'appels de yles spéi�ques d'usi-

nage, . . . Un blo d'information peut ontenir plusieurs fontions prépara-

toires G si elles ne sont pas ontraditoires.

Ces fontions dé�nissent l'appel du programme résidant dans le direteur de

ommande en vue d'exéuter une ation bien dé�nie. Elles sont appelées par

la lettre-adresse G suivie d'un numéro (0 à 99, selon la norme, en fait da-

vantage). Par exemple, la fontion G01 (ou G1) demande l'exéution d'une

interpolation linéaire, alors que l'interpolation irulaire est mise en oeuvre
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par G2 ou G3 suivant le sens de parours (le sens antitrigonométrique ou

le sens trigonométrique).

� pour les mots de dimensions ou d'ordre de déplaement, omposés d'une

adresse aompagnée de sa valeur formatée :

X,Y,Z : pour les oordonnées prinipales du point à atteindre.

A,B,C : pour les oordonnées angulaires.

U,V,W : pour les déplaements seondaires parallèles à X,Y,Z.

I,J,K : pour les oordonnées du entre d'interpolation.

� pour les mots orrespondant aux fontions diverses :

R : pour la programmation d'un erle par son rayon en interpolation ir-

ulaire.

S : pour la vitesse de rotation de la brohe.

F : pour la vitesse d'avane.

T : pour désigner le numéro de l'outil de oupe.

� M : pour les mots fontions auxiliaires

Ces fontions servent à dé�nir des interruptions de programme et des ations

gérées par l'automate. On peut iter parmi es fontions :

� La fontion M05 qui assure l'arrêt de la brohe.

� La fontion M06 qui provoque le hangement de l'outil de oupe en dé-

lenhant une ation physique.

� La fontion M02 qui réinitialise le système et e�ae les registres. C'est la

�n du programme.

La plupart des mahines aeptent des blos à format variable dans lequel

ne �gurent que seules les instrutions néessaires à leur exéution. Chaque

onstruteur spéi�e dans le manuel de programmation la façon d'érire les

données numériques allouées aux di�érentes lettre-adresses et l'organisation

du blo d'informations [60℄. Un exemple d'organisation d'un blo retenu par

le onstruteur NUM est donné par la �gure A.35, page 163.

S'agissant de l'usinage de pohes, e même onstruteur propose les fontions

préparatoiresG45 etG46, en fait des maros dites yles de pohes permettant

l'usinage :

� G45 : de pohes simples irulaires, oblongues, retangulaires,...

� G46 : d'une ou plusieurs pohes de formes variées ave îlots.

On doit noter toutefois que :

� la stratégie d'usinage n'est pas préisée,

� des problèmes apparaissent à l'usinage ; ainsi, il peut arriver qu'un étrangle-

ment (zone de rétréissement entre une pohe et un îlot, entre deux îlots,...)
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Fonctions auxiliaires

N100      G90   G02   X100   Y150      I75  J125   S1000   F150    T1   D1   M3   M8

Définition des
cotes en absolu

l’interpolation circulaire
Appel de 

Fonctions préparatoires ou modales 

Coordonnées 
du centre de l’interpolation

Vitesse d’avance

Coordonnées du point à atteindre

Numéro de bloc

Vitesse de rotation de 
la broche

Numéro d’outil
et du registre associé

Fig. A.35 � Organisation d'un blo.

ne soit pas usiné alors que sa dimension o�re pourtant le passage du dia-

mètre de la fraise.

2. Elaboration

Les pratiques renontrées pour la réalisation d'un programme de ommande

numérique [60, 1℄ peuvent être regroupées essentiellement en deux atégories

adaptées à la nature des pièes à réaliser (usinages géométriques simples -

numériquement très importants-, ou usinages de surfaes omplexes).

(a) La programmation d'atelier (Workshop programming) :

La programmation manuelle onsistait à érire, ligne par ligne, les étapes

suessives néessaires à l'élaboration d'une pièe donnée. Après déom-

position du yle de travail, le programmeur alulait les oordonnées des

points intermédiaires, dé�nissait tous les déplaements pour haque passe

d'usinage et réalisait lui-même la odi�ation des instrutions en respe-

tant le format spéi�que prévu, e qui demandait une bonne onnaissane

des tehniques d'usinage et du langage G. A l'origine, l'analyse, le alul
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des trajetoires outils et la rédation du programme s'e�etuaient sur pa-

pier à partir du dossier de dé�nition de la pièe reçu du bureau d'études.

Ce programme pouvait être alors saisi diretement au lavier ou édité sur

un support en fontion de la mahine-outil utilisée, pour en�n être hargé

sur elle-i.

Dessin

pièce

Mise au point- Tests

Chargement du programme

Conception du dessin de définition 

Saisie au pupitre
Conversationnel

assistée par la CN

Programmation en ligne
Programmation manuelle

pièce

de la pièce à usiner

d’usinage
Gamme

Programme

Verification / Optimisation

Fig. A.36 � Démarhes de programmation d'atelier.

Des logiiels d'aide à la programmation sont désormais ouramment in-

tégrés dans les direteurs de ommande. Ces logiiels proposent entre

autres :

� la programmation géométrique de pro�ls à partir d'éléments géo-

métriques simples (segments de droites et ars de erles), en laissant

la CN aluler les points de raordements entre es éléments.

� la dé�nition graphique de pro�ls qui guide l'opérateur en lui pro-
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posant une visualisation instantanée et dynamique des pro�ls en ours

de réalisation. L'utilisateur ne se préoupe plus de la odi�ation ISO.

� la programmation onversationnelle qui permet à un opérateur de

réer un programme pièe diretement, sans avoir reours au langage

mahine odé en ISO. L'élaboration de la géométrie de la pièe et la

génération des trajetoires font appel à des fontions graphiques et des

menus déroulants. Une interativité se rée entre les données entrées

par l'utilisateur et les réponses de la CN. Une fois la pièe dessinée,

la CN onvertit en langage I.S.O toutes les informations qui ont été

programmées en mode onversationnel.

Une fois élaborés (�gure A.36, page 164), les programmes en ode G

présentent l'avantage d'être relativement aisés à mettre en oeuvre et per-

mettent une utilisation direte sur les mahines dont ils peuvent exploi-

ter au mieux les possibilités. Ils sont ompréhensibles par l'opérateur, se

prêtent bien à une mise en oeuvre pas à pas, à l'introdution de données

liées au ontexte opératoire et de e fait un opérateur averti peut e�etuer

sur site des orretions diverses.

(b) La programmation automatique ou assistée (FAO/CFAO) :

L'utilisation de systèmes informatiques rend automatique la quasi totalité

des tâhes de réalisation du programme d'usinage. Lorsque la dé�nition de

l'usinage devient trop omplexe, on fait appel à un langage de program-

mation spéialisé qui omporte généralement deux phases de traitement

des programmes (�gure A.37, page 167) :

� le programme proesseur alule les oordonnées de tous les points

dé�nissant la forme de la pièe, puis détermine les trajetoires outils

en tenant ompte de ertaines données tehnologiques d'usinage (vi-

tesse, avane, profondeur de passe en fontion des matières usinées et

de l'outil utilisé, . . . ).

Il rée ainsi un �hier dénommé CLFILE (Cutter Loation File) onte-

nant les oordonnées des positions suessives de l'outil, appelées aussi

CLDATA (Cutter Loation Data). Ce �hier est indépendant de la

Mahine Outil et de la CN.

� le programme post-proesseur traduit e �hier en langage I.S.O

(ode G), en tenant ompte des aratéristiques de la mahine et de la

CN.

Les systèmes de FAO (Fabriation Assistée par Ordinateur) suivent un
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proessus similaires. Ils assurent en plus la reprise automatique des don-

nées de dé�nition de pro�ls de ontournage générés par des logiiels de

CAO (�gure A.37, page 167).

A.2.2 Eléments de omparaison entre la situation atuelle et

elle à venir du ISO 14649

Ils sont représentés sur la �gure A.38.
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pré-processeur

d’usinage

GammeFichier 
de

donnéesd’usinage

Gamme

système de CFAO
pré-processeur du

post-processeur post-processeur

Traitement Traitement

Verification / Optimisation

Programmation assistée sur
système autonome de FAO

Dessin sur support papier

Saisie du dessin
Fichier spécifique au
système de CAO-DAO

CL FILE

en APT

Programmation assistée
sur système de CFAO

Automatiques

Etapes

Modélisation en CAO-DAO

Etape

automatique

machine (Code G)

Programme en 
langage

Fig. A.37 � Démarhes de programmation assistée.
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