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Résumé : L'analyse morphologique d'image permet de 
ara
tériser la forme (géométrie)

et la 
onne
tivité (topologie) des images binaires 3D en utilisant les fon
tionnelles de

Minkowski. En 3D, 
es fon
tionnelles 
orrespondent au volume, à la surfa
e, à la largeur

moyenne et à la 
ara
téristique d'Euler. Pour les 
al
uler, il su�t de 
ompter le nombre de


ubes ouverts, fa
es ouvertes, arêtes ouvertes et sommets ouverts de l'objet. Pour dénom-

brer rapidement 
es éléments géométriques, nous proposons dans 
et arti
le un algorithme

qui s'appuie sur les diagrammes de dé
ision binaires et sur des notions de topologie en

introduisant la stru
ture du triple-ADD réduit et ordonné. Nous montrons que 
et algo-

rithme est 17 fois plus rapide que l'algorithme proposé ré
emment dans la littérature par

Mi
hielsen.

Mots-
lés : Diagrammes de Dé
ision Binaires, topologie, fon
tionnelles de Minkowski,

analyse d'image

1 Introdu
tion

De très importants volumes de données, souvent obtenues à partir d'images, sont

utilisés dans de nombreux domaines s
ienti�ques. Un des buts prin
ipaux de l'analyse

d'image est de fournir une 
ara
térisation quantitative de la forme et de la 
onne
tivité

des 
onstituants. La mise en pla
e d'un algorithme rapide est don
 importante pour les

appli
ations [1℄. Dans 
et arti
le, nous proposons une méthode e�
a
e pour 
al
uler les

propriétés morphologiques des images.

La 
ara
térisation des formes 3D à l'aide de quatre mesures [2℄ est un des domaines de

la morphologie mathématique. Ces mesures, appelées aussi fon
tionnelles de Minkowski

(ou volumes intrinsèques) sont respe
tivement, le volume (V ), la surfa
e (S), la largeur

moyenne (B) et la 
ara
téristique d'Euler-Poin
aré (�)

1

. A l'origine, 
es quatre fon
tion-

nelles ont été dé�nies pour des objets 
onvexes dans le 
adre de la géométrie intégrale.

Dans les années 
inquante, Hadwiger a montré que 
haque mesure sur un ensemble �ni de

1

Pour un parallélépipède re
tangle plein de longueur L, de largeur l et de hauteur h, les fon
tionnelles

de Minkoswki sont : V = Llh, S = 2(Ll + Lh + lh), B = (L + l + h)=2 et � = 1. La notion de

largeur moyenne est utilisée depuis longtemps par la poste pour dimensionner les 
olis : �les dimensions

maximales sont le total des trois dimensions inférieur ou égal à 100 
entimètres�. Un 
olis est dit standard

si L+ l + h < 100 
m, de 100 
m à 150 
m il est quali�é de volumineux. � est un invariant topologique

qui vise à dé
rire la morphologie des ensembles en fon
tion de leur 
onnexité et de l'existen
e de 
avité

ou de tunnels. Une 
avité in
rémenterait � de 1, un tunnel dé
rémenterait � de 1.




onvexes 
ompa
ts peut être é
rit 
omme une 
ombinaison linéaire des quatre fon
tion-

nelles de Minkowski. Ces fon
tionnelles ont une propriété 
ommune : elles sont additives.

La fon
tionnelleM

�

de l'union A [ B de deux ensembles 
onvexes A et B est la somme

des fon
tionnelles des ensembles 
onvexes moins la fon
tionnelle de leur interse
tion :

M

�

(A [ B) = M

�

(A) +M

�

(B) �M

�

(A \ B). Cette relation généralise la règle pour

l'addition du volume de deux ensembles 
onvexes au 
as d'une mesure morphologique

générale. Dans le 
as des images dis
rètes, la propriété d'additivité simpli�e le traitement

des fon
tionnelles. Au 
ours de 
es dernières années, 
es fon
tionnelles ont été largement

utilisées dans de nombreux domaines qui vont de la détermination des très grandes stru
-

tures de l'univers [3℄ à la modélisation des milieux poreux [4℄. Cependant, pour l'instant,

elles restent relativement peu employées par les �traiteurs d'image�.

2 Position du problème

Une image binaire 3D est une grille de Z

3

représentée par une matri
e de voxels, où


haque voxel est a�e
tée d'une valeur binaire. L'objet est l'ensemble des voxels qui ont

pour valeur 1 (appelés aussi voxels noirs, pleins ou a
tifs). Le fond est l'ensemble des

voxels qui ont pour valeur 0 (appelés aussi voxels blan
s, vides ou ina
tifs).

En 
onsidérant 
haque voxel 
omme une union de son intérieur, de ses 6 fa
es ouvertes, de

ses 12 arêtes ouvertes et de ses 8 sommets ouverts, il est possible de déterminer les quatre

fon
tionnelles de Minkowski pour un objet 3D dis
rétisé : le volume intérieur (V = n

3

), la

surfa
e (S = �6n

3

+2n

2

), la largeur moyenne (2B = 3n

3

� 2n

2

+n

1

) et la 
ara
téristique

d'Euler (� = �n

3

+ n

2

� n

1

+ n

0

) où n

3

est le nombre de 
ubes ouverts (ou voxels ou-

verts), n

2

le nombre de fa
es ouvertes, n

1

le nombre d'arêtes ouvertes et n

0

le nombre de

sommets ouverts [4℄. La 
ara
térisation morphologique d'une forme 3D se réduit don
 au

dénombrement des objets géométriques élémentaires (
ubes ouverts, fa
es ouvertes, arêtes

ouvertes et sommets ouverts) qui 
onstituent 
ette forme. Leur dénombrement requiert

d'examiner tout d'abord les 26 voisins de 
haque voxel pour 
al
uler ensuite une fon
-

tion dis
rète à variables booléennes. Dans la littérature, il n'existe à notre 
onnaissan
e

qu'une seule implémentation proposée par Mi
hielsen et Raedt [4℄. Dans 
et arti
le, ils

dé
rivent des équations qui montrent 
omment n

2

, n

1

, n

0

évoluent lorsqu'un voxel noir

V (i; j; k) est ajouté à une forme 3D donnée. En utilisant 
es équations, il 
al
ulent les

fon
tionnelles de Minkowski pour une forme donnée, simplement en ajoutant les voxels

noirs un à un à un fond initialement 
omplètement blan
. Cependant, nous estimons que

la solution proposée dans [4℄ a deux in
onvénients. Le premier point 
on
erne l'algorithme

lui-même et plus parti
ulièrement le nombre de voisins à explorer : tous les 26 voisins du

voxel 
ourant doivent être examinés pour pouvoir résoudre les équations. Le se
ond point


on
erne l'implémentation de l'algorithme. Deux tableaux sont utilisés : le premier pour

sto
ker toute l'image 3D à analyser, l'autre pour traiter l'image 3D en 
ours d'analyse (il

est rempli voxel par voxel), 
e qui est 
oûteux en mémoire et en temps d'a

ès. A notre


onnaissan
e, 
et algorithme a été implémenté en Fortran 90 sur un monopro
esseur et

au
une indi
ation de temps de 
al
ul n'est indiquée. Pour limiter le nombre d'a

ès aux

voisins d'un voxel 
ourant et supprimer l'utilisation de deux tableaux, nous avons dé
idé

d'envisager le problème di�éremment.

Tout d'abord, nous nous sommes intéressés à des 
onsidérations algorithmiques et nous

avons pris en 
ompte les symétries du problèmes pour réduire notre problème en sous-



problèmes. De tels sous-problèmes sont généralement résolus en utilisant des tables de

référen
es (lookup�table) ou des quadtrees [5℄ que nous n'avons pas retenu à 
ause du


oût mémoire. Un 
ompromis doit être envisagé entre l'espa
e mémoire et la 
omplexité

algorithmique. Dans [6℄, une appro
he di�érente à base de Diagrammes de De
ision Bi-

naires (DDB) (Binary De
ision Diagrams) est proposée pour générer automatiquement un


ode e�
a
e pour des algorithmes de traitement d'image. Nous avons également utilisé les

DDBs pour 
al
uler les fon
tions dis
rètes à variables booléennes de notre dénombrement

de fa
es ouvertes, arêtes ouvertes et sommets ouverts.

3 Vers un dénombrement rapide des 
ara
téristiques

morphologiques d'une image 3D dis
rète

Dans notre algorithme, nous dé
omposons la matri
e de voxels en plans et la par
ou-

rons en 
olonne de gau
he à droite, en ligne de bas en haut, et d'un plan en avant de

l'image vers un plan en arrière. Sur la �gure 1.a, nous avons représenté une sous-matri
e

autour d'un voxel 
ourant noté V . Les 26 voxels voisins sont notés N

ip

où i indique la

position du voxel dans le plan (0 � i � 8) et p indique le plan dans lequel se situe le

voxel voisin 
onsidéré (1 : plan avant, 2 : plan 
ourant, 3 : plan arrière). Pour 
haque

nouveau voxel 
ourant plein, nous 
her
hons à déterminer le nombre de fa
es ouvertes

(�n

2

), d'arêtes ouvertes (�n

1

), et de sommets ouverts (�n

0

) introduit par l'ajout de


e voxel dans la matri
e. Dans un premier temps, nous réduisons le problème en n'exa-

minant que les 13 voxels voisins pré
édant le voxel 
ourant plein (Ni1 pour i=0..8, Nj2

pour j=1,2,3,8). L'existen
e d'un voxel 
ourant plein amènera au moins au dénombrement

suivant : 3 fa
es ouvertes, 3 arêtes ouvertes et 1 sommet ouvert ; 
e
i quels que soient les

13 autres voxels voisins, examinés à leur tour dans la suite du par
ours de la matri
e.

Pour 
haque élément géométrique restant du voxel 
ourant, il faut pouvoir déterminer

si 
et élément a déjà été 
ompté. Pour 
ela, tous les voxels pré
édents sus
eptibles de

partager 
et élément doivent être examinés : si un seul voxel est plein, l'élément ne doit

pas être pris en 
ompte, puisqu'il fait déjà partie de l'énumération existante. Le nombre

maximal de fa
es ouvertes sus
eptibles d'être rajoutées est 3, 
elui d'arêtes ouvertes est

9, et 
elui de sommets ouverts est 7. On arrive don
 à 3 équations dis
rètes qui dépendent

des 13 voisins pré
édents. Nous ne donnerons que 
elle relative aux sommets ouverts :

�n

0

= 1+Q82+Q22:Q32+Q12:Q22:Q82+Q01:Q41:Q51:Q61+Q81:Q01:Q61:Q71:Q82+

Q21:Q31:Q41:Q01:Q22:Q32 +Q11:Q21:Q01:Q81:Q12:Q22:Q82 (1)

ave
 Qij = 1�Nij, où Nij = 1 pour un voxel noir et Nij = 0 pour un voxel blan
.

L'évaluation expérimentale montrera que le gain sur la durée d'exé
ution par rapport

à l'algorithme de Mi
hielsen est déjà important en utilisant uniquement 
es équations.

Dans un se
ond temps, nous souhaitons optimiser la solution pré
édente. Nous proposons

un algorithme qui permet d'examiner seulement les voxels dont les valeurs a�e
tent le

résultat en utilisant des diagrammes de de
ision binaires. Cet algorithme revient à uti-

liser des bran
hement 
onditionnels judi
ieusement 
hoisis a�n d'examiner le plus faible

nombre de voxels voisins pour 
haque voxel 
ourant et d'arrêter les tests dès qu'un élément

géométrique restant a déjà été partagé par un voxel voisin.



4 Les diagrammes de dé
ision binaires (DDBs)

Les DDBs sont une représentation 
ompa
te et e�
a
e pour la manipulation symbo-

lique des fon
tions booléennes. Leur 
on
ept a été introduit par Lee et Akers [7℄. Lors de


es dernières années, les DDBs ont montré leur e�
a
ité dans di�érents domaines et dans

de nombreuses appli
ations aussi bien en 
on
eption de systèmes numériques [8℄, qu'en

traitement d'image [9℄.

4.1 Fon
tions booléennes à variables booléennes

Les variables booléennes peuvent prendre les valeurs dans B ={0,1}. Un diagramme

de de
ision binaire (DDB) représente une fon
tion booléenne f(x

1

; x

2

; :::; x

n

) : B

n

! B


omme un graphe a
y
lique dire
t dans lequel 
haque noeud est soumis à un test d'une

variable booléenne x

i

(représentation de Shannon) : f = �x

i

f

x

i

=0

+ x

i

f

x

i

=1

(1 � i � n)

Chaque noeud a deux �ls qui sont eux aussi des DDBs. A 
haque noeud, un des �ls est


hoisi en fon
tion de la valeur de la variable représentée asso
iée à 
e noeud. La valeur de

la fon
tion est déterminée en traversant le graphe à partir de la ra
ine jusqu'à un noeud

terminal. Les noeuds terminaux du graphe sont uniquement des valeurs de B .

Un DDB est dit ordonné si 
haque variable n'est 
omptée au plus qu'une fois sur 
haque


hemin allant de la ra
ine au noeud terminal et si on ren
ontre les variables toujours dans

le même ordre sur 
haque 
hemin (x

1

< x

2

< ::: < x

n

).

Un DDB est dit réduit s'il ne 
ontient pas de sommets : soit ave
 un graphe isomorphe,

soit ave
 deux arêtes qui pointent vers le même noeud.

Les DDBs réduits et ordonnés sont uniques. Les DDBs n'ont été réellement développés

qu'à la suite de la publi
ation d'un arti
le de Bryant [8℄ qui dé�nit alors les diagrammes

de dé
ision binaires ordonnés (OBDD : Ordered Binary De
ision Diagrams) 
omme un

sous-ensemble des DDBs. Les OBDDs sont des DDBs dans lesquels les variables sont

stri
tement ordonnées à partir de la ra
ine jusqu'aux terminaux. Un des avantages des

OBDDs est la 
anoni
ité : si une variable ordonnée est �xée et que les règles de rédu
tion

sont appliquées, deux fon
tions booléennes équivalentes ont le même OBDD. Un OBDD

qui est sous forme 
anonique est aussi appelé diagramme de dé
ision binaire ordonné

réduit (ROBDD).

Des algorithmes de manipulation de graphes s'appliquent aux DDBs. Leur 
omplexité est

polynomiale par rapport à la taille des DDBs et ils délivrent des graphes 
anoniques. Mais

un des in
onvénients des ROBDDs est que l'ordre des variables in�ue beau
oup sur leur

e�
a
ité. La détermination a priori de l'ordre le plus e�
a
e est un problème NP-di�
ile.

4.2 Fon
tions dis
rètes à variables booléennes

Une solution au problème de l'explosion 
ombinatoire de 
ertaines représentations

ave
 des ROBDDs est d'étendre le 
on
ept et d'utiliser des fon
tions à valeur numé-

riques et non plus booléennes. Ainsi une seule stru
ture peut représenter toutes les sorties

au lieu d'utiliser un DDB par sortie. Les ADDS(Algebrai
 De
ision Diagrams) 
omme

les MTBDDS (Multi-Terminal BDD) [10℄ sont des stru
tures dérivées des DDBs dans

lesquelles les noeuds terminaux représentent des valeurs numériques arbitraires dans Z

et non plus restreintes à B . Un ADD représente une fon
tion dis
rète f(x

1

; x

2

; :::; x

n

) :

B

n

! Z où 
haque noeud est soumis à un test d'une variable booléenne x

i

.



arrière

N82

N72

N12

N62

V

N22 N32

N42

N52

N73 N63 N53

N43

N33N23N13

N83 N03

N71 N61 N51

N41

N31N21N11

N81 N01 avant

plan

plan

courant

plan

(a) 26 Voisins d'un

voxel

n0 = 3
∆
∆
n1 = 3
n2 = 1

∆
∆
∆

n0 = 3 + 1
n1 = 3 + 2
n2 = 1 + 1

∆
∆
∆

n0 = 3 + 1
n1 = 3 + 1
n2 = 1 + 0

N82 N32

N12 N32
∆
∆
∆n2 = 1 + 1
n1 = 3 + 3
n0 = 3 + 2

∆

n0 = 3 + 2

...

N22 ...

...

N01 N22 N82

∆
∆
∆n2 = 1 + 2

n0 = 3 + 1
n1 = 3 + 2

∆
∆
∆n2 = 1 + 2
n1 = 3 + 4

(b) Arbre binaire

{

}
}

else
{

{

else

{

}

{

faces = 3;

faces = 3 + 1;

if  (Image[i][j][z-1] == 1)   // N01 plein

if  (Image[i][j-1][z] = 1)   // N22 plein

if  (Image[i-1][j][z] = 1)   // N82 plein

// N82 vide

// N22 vide

if  (Image[i-1][j][z] = 1)   // N82 plein

{

 

aretes = 3 + 2;

  
}

else
{

}
}

{

}

.  .  .

.  .  .

.  .  .

// N82 vide

else     // N01 vide

aretes = 3;
sommets = 1;

sommets = 1+ 1;

(
) Algorithme

Fig. 1 � Triple ADD

5 Choix d'un DDB pour le dénombrement des éléments

géométriques

L'e�
a
ité des diagrammes de dé
ision est fortement lié à leur taille et à leur 
oût de


onstru
tion. Ces paramètres dépendent essentiellement de trois 
ritères : la fon
tion à

représenter, l'ordre des variables booléennes et la stratégie de 
onstru
tion.

5.1 Choix d'un arbre binaire de dé
ision

Dans [6℄, Robert et Malandain proposaient d'utiliser les ROBDDs pour des te
hniques


lassiques de traitement d'image qui dépendent d'une seule fon
tion booléenne à variable

booléenne. Notre problème 
onsiste à implémenter dans le même DDB les 3 fon
tions

(�n

2

, �n

1

, �n

0

) présentées dans la partie 3. Ces fon
tions sont des fon
tions dis
rètes à

variables booléennes. Notre 
hoix se porte don
 sur l'utilisation d'un ADD. Bien que 
es 3

fon
tions dis
rètes dépendent de la valeur des 13 voisins, elles restent indépendantes. En

asso
iant à 
haque équation un ADD, nous devons implémenter 3 ADDs. Pour a

élérer

notre algorithme, nous nous sommes fo
alisés sur le 
ritère suivant : minimiser le nombre

d'a

ès à une image. Nous avons don
 
hoisi de n'implémenter qu'un seul ADD pour

les 3 fon
tions dis
rètes. Nous l'avons appelé : triple-ADD. Chaque noeud terminal de 
e

triple-ADD n'in
rémente plus une seule équation dis
rète, mais trois. Il est don
 impossible

d'utiliser un module �déjà existant� pour 
réer 
e triple-ADD. L'utilisation d'un triple-

ADD pour 3 fon
tions dis
rètes permet 
ertes un gain de temps par rapport à l'utilisation

de 3 ADDs simples. Mais le 
hoix de l'ordre des variables pour un ADD simple est plus

fa
ile à mettre en oeuvre, puisqu'il su�t d'é
rire la fon
tion sous sa forme 
anonique. Pour

un triple-ADD, nous devons dé�nir un ordre qui tienne 
ompte à la fois des variables

booléennes utilisées dans les 3 équations et de leur fréquen
e d'apparition. Nous nous

sommes appuyés sur la topologie 3D, et notamment sur la 
onnexité pour ordonner les

variables de notre triple-ADD.



5.2 Choix de l'ordre des variables

5.2.1 Notion de topologie dis
rète 3D

L'étude topologique des images binaires né
essite l'utilisation des di�érentes 
onnexités

dis
rètes. La 
onnexité 
onsiste à dé�nir des relations d'adja
en
e entre les noeuds de la

grille. Pour une image 3D, il existe trois manières de dé�nir la notion de voisinage entre

voxels. Deux voxels sont dits 6-
onnexes s'ils partagent une fa
e. Deux voxels sont dits

18-
onnexes s'ils partagent une fa
e ou une arête. Deux voxels sont dits 26-
onnexes s'ils

partagent une fa
e ou une arête ou un sommet. En utilisant la notation de la �gure 1.a,

nous proposons la 
lassi�
ation suivante pour les 26 voisins de V en fon
tion de leur


onnexité :

� 6-
onnexe : N01, N22, N42, N62, N82, N03

� 18-
onnexe : N21, N41, N61, N81, N12, N32, N52, N72, N23, N43, N63, N83

� 26-
onnexe : N11, N31, N51, N71, N31, N33, N53, N73

5.2.2 Détermination d'un ordre topologique

Comme notre 
ritère 
onsiste à minimiser le nombre d'a

ès aux voxels de l'image,

nous devons 
hoisir un ordre de bran
hement de telle sorte qu'à 
haque test, le plus

grand nombre d'éléments géométriques soit éliminé. Un voxel 6-
onnexe adja
ent au voxel


ourant V par 1 fa
e élimine immédiatement 1 fa
e, 4 arêtes et 4 sommets. C'est le 
as de

N01, N22 et N82. La fréquen
e d'apparition de tels voxels est de 1 fois pour �n

2

, 4 pour

�n

1

et 4 pour �n

0

. Un voxel 18-
onnexe adja
ent à V par 1 arête élimine immédiatement

1 arête et 2 sommets. C'est le 
as de N21, N81, N41, N61, N12 et N32. Un voxel 26-


onnexe adja
ent à V par 1 sommet élimine 1 sommet. C'est le 
as de N11, N31, N71 et

N51.

Nous avons don
 
hoisi la 
onnexité 
omme stratégie pour dé�nir un ordre entre nos 13

variables booléennes. Les premiers tests sont e�e
tués sur les voxels 6-
onnexes, puis 18-


onnexes, et en�n 26-
onnexes. Les voxels de même 
onnexité sont ordonnés en fon
tion

du sens de par
ours de la matri
e. L'ordre de présentation des 13 variables booléennes

pour notre triple-ADD est don
 le suivant : N01 < N22 < N82 < N21 < N81 < N41 <

N61 < N12 < N32 < N11 < N31 < N71 < N51.

Sur la �gure 1.b, nous avons représenté le début de notre triple-ADD ordonné et réduit.

Par exemple, si les 3 voxels 6-
onnexes sont pleins, il n'est pas né
essaire de 
ontinuer les

tests après avoir analysé la valeur de 
es voxels (Q01=Q22=Q82=0). �n

2

reste égal à 3,

�n

1

reste égal à 3 et �n

0

reste égal à 1. Le diagramme obtenu est 
omposé de 181 noeuds

terminaux dont la répartition est donnée dans le tableau 1. Nous avons implémenté le

triple-ADD en C++. Lors de la programmation, nous avons 
hoisi de respe
ter la stru
ture

du DDB en transformant le diagramme en une suite de bran
hements 
onditionnels sous

forme de �si imbriqué� 
omme le montre la �gure 1.
. Certes le 
ode sour
e obtenu

est un peu long, mais très e�
a
e : à 
haque étape de l'exé
ution, l'algorithme garantit

n'examiner que les données d'entrées pertinentes, 
'est à dire les valeurs qui a�e
te le

résultat. Pour 
haque valeur, trois tests sont au moins réalisés : la longueur minimale

des bran
hements est don
 de 3 lorsque les 3 voxels 6-
onnexes sont pleins. La longueur

maximale des bran
hements est de 13. Dans [6℄, en moyenne pour 
haque voxel, 8:7 voisins

étaient examinés pour traiter une seule fon
tion booléenne. Dans notre algorithme, il

su�t en moyenne pour 
haque voxel d'examiner 9:5 voisins pour mettre à jour en même



temps les 3 fon
tions booléennes. On peut estimer que le nombre de bran
hements le plus

fréquemment ren
ontré pour un voxel plein est de longueur 3. Ce 
as 
orrespond à un

voxel plein situé à l'intérieur d'un objet 3D.

Longueur du bran
hement 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Total

Nombre de bran
hements 2 2 7 7 15 14 34 32 36 16 16 181

Longueur � Nombre 6 8 35 42 105 112 306 320 396 192 208 1730

Tab. 1 � Répartition du nombre de bran
hements 
onditionnels dans le triple-ADD

6 Évaluation Expérimentale

Dans 
ette partie, nous allons montrer l'e�
a
ité de l'utilisation d'un triple-ADD or-

donné et réduit pour dénombrer les fa
es ouvertes, arêtes ouvertes et sommets ouverts.

Nous avons implémenté et 
omparé trois algorithmes. Le premier est l'�algorithme de Mi-


hielsen et de Raedt� tel qu'il a été donné dans [4℄. Le se
ond implémente les 3 équations

�n

2

, �n

1

, �n

0

sans optimisation ; il est né
essaire de 
onnaître pour 
haque voxel plein

la valeur des 13 voxels voisins pré
édents. On l'appellera �algorithme des équations�. Le

dernier algorithme a le plus long 
ode sour
e puisqu'il implémente le triple-ADD réduit

et ordonné présenté pré
édemment. On l'appellera �algorithme du triple-ADD�. Ces pro-

grammes ont été 
ompilés sous Visual C++ 6.0 ave
 un PC Duron 1 GHz (mémoire 
a
he

de niveau 1 de 128 Ko et 256 Mo de RAM).

De nombreux systèmes observés dans la nature peuvent être modélisés par un ensemble de

points [11℄. Pour étudier leurs 
ara
téristiques (répartition aléatoire, regroupement, . . .),

les systèmes de points peuvent être 
onsidérés 
omme des images en noir. Pour 
omparer

les temps d'exé
ution des algorithmes, nous avons utilisé un modèle booléen de germina-

tion. Dans un domaine 
ubique, 
onsidérons un ensemble de N voxels noirs. Ces voxels,

qui sont les germes du modèle, sont positionnés de manière aléatoire (loi de Poisson) et


orrespondent à des 
ubes de 
�té 1. Nous appelons grains, tous 
ubes élargis de 
�té

2r + 1, r � 0. En utilisant le pro
essus de germination qui 
onsiste à transformer un

modèle de N germes en un modèle de grains, nous allons étudier l'évolution des temps de


al
ul de n

2

, n

1

et n

0

en fon
tion r. Les premiers tests ont été réalisés sur un modèle de

N = 1024 germes pour une image de 128 � 128 � 128 (L

x

= 128). Le nombre maximal

de voxels noirs dans une telle image 3D sera de 126 � 126 � 126 = 2 000 376 par
e que

nous laissons une frontière d'un voxel blan
 tout autour de la matri
e 3D. La �gure 2

représente les temps d'exé
ution des 3 algorithmes au 
ours du pro
essus de germination.

En moyenne, l'algorithme du triple-ADD est 17 fois plus rapide que l'algorithme de Mi-


hielsen et deux fois plus rapide que l'algorithme des équations. Nous avons utilisé un

se
ond modèle de N = 4000 germes dans une image de 500 � 500� 500 (L

x

= 500). La

�gure 3 représente les temps d'exé
ution pour l'algorithme des équations et l'algorithme

du triple-ADD. Pour de plus gros volumes de données, l'algorithme du triple-ADD reste

en moyenne 2; 2 fois plus rapide que l'algorithme des équations. On peut dé
omposer 
es

deux 
ourbes en trois parties. Tout d'abord, r varie de 0 à 5 : les 
ubes sont petits et iso-

lés les uns des autres. Ensuite, le rayon r augmente jusqu'à 25 et les grains se rejoignent.

En�n, toute la matri
e image est remplie.
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Fig. 2 � Temps d'exé
ution (N = 1024).
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Fig. 3 � Temps d'exé
ution (N = 4000).

7 Con
lusions et perspe
tives

Dans 
e papier, nous avons proposé un algorithme qui s'appuie sur la topologie et utilise

des diagrammes de dé
ision binaires. L'utilisation d'un triple-ADD réduit permet ainsi

de dénombrer rapidement le nombre de fa
es ouvertes, d'arêtes ouvertes et de sommets

ouverts d'une image dis
rètes 3D, même sur des volumes de données importants. Le

nombre de 
ubes ouverts 
orrespond aux nombre de voxels noirs dans l'image. Une fois,


e dénombrement réalisé, il est possible de 
al
uler les fon
tionnelles de Minkowski.

Dans la suite, nous souhaitons utiliser la méthode présentée pour a

élérer la 
lassi�
ation

de 
orps 
onvexes et non 
onvexes [12℄.
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