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Résumé : L ’analyse morphologique d’image permet de caractériser la forme (géométrie)
et la connectivité (topologie) des images binaires 3D en utilisant les fonctionnelles de
Minkowski. En 3D, ces fonctionnelles correspondent au volume, a la surface, a la largeur
moyenne et a la caractéristique d’Euler. Pour les calculer, il suffit de compter le nombre de
cubes ouverts, faces ouvertes, arétes ouvertes et sommets ouverts de [’objet. Pour dénom-
brer rapidement ces éléments géométriques, nous proposons dans cet article un algorithme
qui s’appuie sur les diagrammes de décision binaires et sur des notions de topologie en
introduisant la structure du triple-ADD réduit et ordonné. Nous montrons que cet algo-

rithme est 17 fois plus rapide que [’algorithme proposé récemment dans la littérature par
Michielsen.

Mots-clés : Diagrammes de Décision Binaires, topologie, fonctionnelles de Minkowsks,
analyse d’image

1 Introduction

De trés importants volumes de données, souvent obtenues & partir d’images, sont
utilisés dans de nombreux domaines scientifiques. Un des buts principaux de ’analyse
d’image est de fournir une caractérisation quantitative de la forme et de la connectivité
des constituants. La mise en place d'un algorithme rapide est donc importante pour les
applications [1|. Dans cet article, nous proposons une méthode efficace pour calculer les
propriétés morphologiques des images.

La caractérisation des formes 3D a 'aide de quatre mesures [2]| est un des domaines de
la morphologie mathématique. Ces mesures, appelées aussi fonctionnelles de Minkowski
(ou volumes intrinséques) sont respectivement, le volume (V'), la surface (5), la largeur
moyenne (B) et la caractéristique d’Euler-Poincaré (x)'. A l'origine, ces quatre fonction-
nelles ont été définies pour des objets convexes dans le cadre de la géométrie intégrale.
Dans les années cinquante, Hadwiger a montré que chaque mesure sur un ensemble fini de

!Pour un parallélépipede rectangle plein de longueur L, de largeur [ et de hauteur h, les fonctionnelles
de Minkoswki sont : V' = Llh, S = 2(Ll + Lh +1h), B = (L + 1+ h)/2 et x = 1. La notion de
largeur moyenne est utilisée depuis longtemps par la poste pour dimensionner les colis : «les dimensions
maximales sont le total des trois dimensions inférieur ou égal & 100 centimétresy. Un colis est dit standard
si L+ 1+ h <100 cm, de 100 cm & 150 cm il est qualifié de volumineux. x est un invariant topologique
qui vise & décrire la morphologie des ensembles en fonction de leur connexité et de l'existence de cavité
ou de tunnels. Une cavité incrémenterait y de 1, un tunnel décrémenterait y de 1.



convexes compacts peut étre écrit comme une combinaison linéaire des quatre fonction-
nelles de Minkowski. Ces fonctionnelles ont une propriété commune : elles sont additives.
La fonctionnelle M, de 'union A U B de deux ensembles convexes A et B est la somme
des fonctionnelles des ensembles convexes moins la fonctionnelle de leur intersection :
M,(AUB) = M,(A) + M,(B) — M,(AN B). Cette relation généralise la régle pour
I’addition du volume de deux ensembles convexes au cas d’une mesure morphologique
générale. Dans le cas des images discrétes, la propriété d’additivité simplifie le traitement
des fonctionnelles. Au cours de ces derniéres années, ces fonctionnelles ont été largement
utilisées dans de nombreux domaines qui vont de la détermination des trés grandes struc-
tures de l'univers [3] a la modélisation des milieux poreux [4]. Cependant, pour l'instant,
elles restent relativement peu employées par les «traiteurs d’image».

2 Position du probléme

Une image binaire 3D est une grille de Z3 représentée par une matrice de voxels, ol
chaque voxel est affectée d’une valeur binaire. L’objet est I’ensemble des voxels qui ont
pour valeur 1 (appelés aussi voxels noirs, pleins ou actifs). Le fond est I’ensemble des
voxels qui ont pour valeur 0 (appelés aussi voxels blancs, vides ou inactifs).

En considérant chaque voxel comme une union de son intérieur, de ses 6 faces ouvertes, de
ses 12 arétes ouvertes et de ses 8 sommets ouverts, il est possible de déterminer les quatre
fonctionnelles de Minkowski pour un objet 3D discrétisé : le volume intérieur (V' = n3), la
surface (S = —6n3 + 2ny), la largeur moyenne (2B = 3n3 — 2ny +nq) et la caractéristique
d’Euler (x = —n3 + ny — ny + ng) ot ng est le nombre de cubes ouverts (ou voxels ou-
verts), ny le nombre de faces ouvertes, n; le nombre d’arétes ouvertes et ng le nombre de
sommets ouverts [4]. La caractérisation morphologique d’une forme 3D se réduit donc au
dénombrement des objets géométriques élémentaires (cubes ouverts, faces ouvertes, arétes
ouvertes et sommets ouverts) qui constituent cette forme. Leur dénombrement requiert
d’examiner tout d’abord les 26 voisins de chaque voxel pour calculer ensuite une fonc-
tion discréte a variables booléennes. Dans la littérature, il n’existe & notre connaissance
qu’'une seule implémentation proposée par Michielsen et Raedt [4]. Dans cet article, ils
décrivent des équations qui montrent comment no, ny, ng évoluent lorsqu’un voxel noir
V (i, j,k) est ajouté a une forme 3D donnée. En utilisant ces équations, il calculent les
fonctionnelles de Minkowski pour une forme donnée, simplement en ajoutant les voxels
noirs un a un a un fond initialement complétement blanc. Cependant, nous estimons que
la solution proposée dans [4] a deux inconvénients. Le premier point concerne ’algorithme
lui-méme et plus particulierement le nombre de voisins a explorer : tous les 26 voisins du
voxel courant doivent étre examinés pour pouvoir résoudre les équations. Le second point
concerne l'implémentation de I'algorithme. Deux tableaux sont utilisés : le premier pour
stocker toute I'image 3D a analyser, 'autre pour traiter I'image 3D en cours d’analyse (il
est rempli voxel par voxel), ce qui est cotiteux en mémoire et en temps d’accés. A notre
connaissance, cet algorithme a été implémenté en Fortran 90 sur un monoprocesseur et
aucune indication de temps de calcul n’est indiquée. Pour limiter le nombre d’accés aux
voisins d'un voxel courant et supprimer ’'utilisation de deux tableaux, nous avons décidé
d’envisager le probléme différemment.

Tout d’abord, nous nous sommes intéressés a des considérations algorithmiques et nous
avons pris en compte les symétries du problémes pour réduire notre probléme en sous-



problémes. De tels sous-problémes sont généralement résolus en utilisant des tables de
références (lookup—table) ou des quadirees [5] que nous n’avons pas retenu a cause du
coiit mémoire. Un compromis doit étre envisagé entre I'espace mémoire et la complexité
algorithmique. Dans [6], une approche différente & base de Diagrammes de Decision Bi-
naires (DDB) (Binary Decision Diagrams) est proposée pour générer automatiquement un
code efficace pour des algorithmes de traitement d’image. Nous avons également utilisé les
DDBs pour calculer les fonctions discrétes a variables booléennes de notre dénombrement
de faces ouvertes, arétes ouvertes et sommets ouverts.

3 Vers un dénombrement rapide des caractéristiques
morphologiques d’une image 3D discréte

Dans notre algorithme, nous décomposons la matrice de voxels en plans et la parcou-
rons en colonne de gauche a droite, en ligne de bas en haut, et d'un plan en avant de
I’image vers un plan en arriére. Sur la figure 1.a, nous avons représenté une sous-matrice
autour d’un voxel courant noté V. Les 26 voxels voisins sont notés N;, ou 4 indique la
position du voxel dans le plan (0 < i < 8) et p indique le plan dans lequel se situe le
voxel voisin considéré (1 : plan avant, 2 : plan courant, 3 : plan arriére). Pour chaque
nouveau voxel courant plein, nous cherchons & déterminer le nombre de faces ouvertes
(Angy), d’arétes ouvertes (Any), et de sommets ouverts (Ang) introduit par 1'ajout de
ce voxel dans la matrice. Dans un premier temps, nous réduisons le probléme en n’exa-
minant que les 13 voxels voisins précédant le voxel courant plein (Nil pour i=0..8, N;2
pour j=1,2,3,8). L’existence d’un voxel courant plein ameénera au moins au dénombrement
suivant : 3 faces ouvertes, 3 arétes ouvertes et 1 sommet ouvert ; ceci quels que soient les
13 autres voxels voisins, examinés a leur tour dans la suite du parcours de la matrice.
Pour chaque élément géométrique restant du voxel courant, il faut pouvoir déterminer
si cet élément a déja été compté. Pour cela, tous les voxels précédents susceptibles de
partager cet élément doivent étre examinés : si un seul voxel est plein, I’élément ne doit
pas étre pris en compte, puisqu’il fait déja partie de I’énumération existante. Le nombre
maximal de faces ouvertes susceptibles d’étre rajoutées est 3, celui d’arétes ouvertes est
9, et celui de sommets ouverts est 7. On arrive donc a 3 équations discrétes qui dépendent
des 13 voisins précédents. Nous ne donnerons que celle relative aux sommets ouverts :

Ang = 1+Q82+Q22.032+Q12.Q22.Q82+Q01.Q41.Q51.Q61+Q81.Q01.Q61.Q71.Q82+
Q21.Q31.041.Q01.Q22.Q32 + Q11.Q21.Q01.Q81.Q12.Q22.Q82 (1)

avec QQij =1 — Nij, ot Nij =1 pour un voxel noir et Nij = 0 pour un voxel blanc.

[’évaluation expérimentale montrera que le gain sur la durée d’exécution par rapport
a l'algorithme de Michielsen est déja important en utilisant uniquement ces équations.
Dans un second temps, nous souhaitons optimiser la solution précédente. Nous proposons
un algorithme qui permet d’examiner seulement les voxels dont les valeurs affectent le
résultat en utilisant des diagrammes de decision binaires. Cet algorithme revient a uti-
liser des branchement conditionnels judicieusement choisis afin d’examiner le plus faible
nombre de voxels voisins pour chaque voxel courant et d’arréter les tests dés qu'un élément
géométrique restant a déja été partagé par un voxel voisin.



4 Les diagrammes de décision binaires (DDBs)

Les DDBs sont une représentation compacte et efficace pour la manipulation symbo-
lique des fonctions booléennes. Leur concept a été introduit par Lee et Akers [7]. Lors de
ces derniéres années, les DDBs ont montré leur efficacité dans différents domaines et dans
de nombreuses applications aussi bien en conception de systémes numériques [8], qu’en
traitement d’image [9].

4.1 Fonctions booléennes & variables booléennes

Les variables booléennes peuvent prendre les valeurs dans B ={0,1}. Un diagramme
de decision binaire (DDB) représente une fonction booléenne f(xq,zs,...,z,) : B* — B
comme un graphe acyclique direct dans lequel chaque noeud est soumis a un test d'une
variable booléenne z; (représentation de Shannon) : f = &; fy,—0 + @i fz,=1 (1 < i < n)
Chaque noeud a deux fils qui sont eux aussi des DDBs. A chaque noeud, un des fils est
choisi en fonction de la valeur de la variable représentée associée a ce noeud. La valeur de
la fonction est déterminée en traversant le graphe a partir de la racine jusqu’a un noeud
terminal. Les noeuds terminaux du graphe sont uniquement des valeurs de B.
Un DDB est dit ordonné si chaque variable n’est comptée au plus qu’une fois sur chaque
chemin allant de la racine au noeud terminal et si on rencontre les variables toujours dans
le méme ordre sur chaque chemin (r; < o < ... < 1,).
Un DDB est dit réduit s’il ne contient pas de sommets : soit avec un graphe isomorphe,
soit avec deux arétes qui pointent vers le méme noeud.
Les DDBs réduits et ordonnés sont uniques. Les DDBs n’ont été réellement développés
qu’a la suite de la publication d’un article de Bryant [8] qui définit alors les diagrammes
de décision binaires ordonnés (OBDD : Ordered Binary Decision Diagrams) comme un
sous-ensemble des DDBs. Les OBDDs sont des DDBs dans lesquels les variables sont
strictement ordonnées & partir de la racine jusqu'aux terminaux. Un des avantages des
OBDDs est la canonicité : si une variable ordonnée est fixée et que les régles de réduction
sont appliquées, deux fonctions booléennes équivalentes ont le méme OBDD. Un OBDD
qui est sous forme canonique est aussi appelé diagramme de décision binaire ordonné
réduit (ROBDD).
Des algorithmes de manipulation de graphes s’appliquent aux DDBs. Leur complexité est
polynomiale par rapport a la taille des DDBs et ils délivrent des graphes canoniques. Mais
un des inconvénients des ROBDDs est que 'ordre des variables influe beaucoup sur leur
efficacité. La détermination a priori de ’ordre le plus efficace est un probléeme NP-difficile.

4.2 Fonctions discrétes & variables booléennes

Une solution au probléme de I’explosion combinatoire de certaines représentations
avec des ROBDDs est d’étendre le concept et d’utiliser des fonctions a valeur numé-
riques et non plus booléennes. Ainsi une seule structure peut représenter toutes les sorties
au lieu d’utiliser un DDB par sortie. Les ADDS(Algebraic Decision Diagrams) comme
les MTBDDS (Multi-Terminal BDD) [10] sont des structures dérivées des DDBs dans
lesquelles les noeuds terminaux représentent des valeurs numériques arbitraires dans 7
et non plus restreintes & B. Un ADD représente une fonction discréte f(zq,xo, ..., T,) :
B" — Z ou chaque noeud est soumis a un test d’une variable booléenne x;.
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5 Choix d’un DDB pour le dénombrement des éléments
géométriques

L’efficacité des diagrammes de décision est fortement lié a leur taille et a leur cout de
construction. Ces paramétres dépendent essentiellement de trois critéres : la fonction a
représenter, ’ordre des variables booléennes et la stratégie de construction.

5.1 Choix d’un arbre binaire de décision

Dans [6], Robert et Malandain proposaient d’utiliser les ROBDDs pour des techniques
classiques de traitement d’image qui dépendent d’une seule fonction booléenne & variable
booléenne. Notre probléme consiste & implémenter dans le méme DDB les 3 fonctions
(Ang, Any, Any) présentées dans la partie 3. Ces fonctions sont des fonctions discrétes a
variables booléennes. Notre choix se porte donc sur 'utilisation d’'un ADD. Bien que ces 3
fonctions discrétes dépendent de la valeur des 13 voisins, elles restent indépendantes. En
associant a chaque équation un ADD, nous devons implémenter 3 ADDs. Pour accélérer
notre algorithme, nous nous sommes focalisés sur le critére suivant : minimiser le nombre
d’accés & une image. Nous avons donc choisi de n’implémenter qu'un seul ADD pour
les 3 fonctions discrétes. Nous ’avons appelé : triple-ADD. Chaque noeud terminal de ce
triple-ADD n’incrémente plus une seule équation discréte, mais trois. Il est donc impossible
d’utiliser un module «déja existanty pour créer ce triple-ADD. L’utilisation d’un triple-
ADD pour 3 fonctions discrétes permet certes un gain de temps par rapport a 'utilisation
de 3 ADDs simples. Mais le choix de 'ordre des variables pour un ADD simple est plus
facile & mettre en oeuvre, puisqu’il suffit d’écrire la fonction sous sa forme canonique. Pour
un triple-ADD, nous devons définir un ordre qui tienne compte a la fois des variables
booléennes utilisées dans les 3 équations et de leur fréquence d’apparition. Nous nous
sommes appuyés sur la topologie 3D, et notamment sur la connexité pour ordonner les
variables de notre triple-ADD.



5.2 Choix de I'ordre des variables
5.2.1 Notion de topologie discréte 3D

[’étude topologique des images binaires nécessite 'utilisation des différentes connexités
discrétes. La connexité consiste & définir des relations d’adjacence entre les noeuds de la
grille. Pour une image 3D, il existe trois maniéres de définir la notion de voisinage entre
voxels. Deux voxels sont dits 6-connexes s’ils partagent une face. Deux voxels sont dits
18-connexes s’ils partagent une face ou une aréte. Deux voxels sont dits 26-connexes s’ils
partagent une face ou une aréte ou un sommet. En utilisant la notation de la figure 1.a,
nous proposons la classification suivante pour les 26 voisins de V' en fonction de leur
connexité :

— 6-connexe : NO1, N22, N42, N62, N82, N03

— 18-connexe : N21, N41, N61, N81, N12, N32, N52, N72, N23, N43, N63, N83

— 26-connexe : N11, N31, N51, N71, N31, N33, N53, N73

5.2.2 Détermination d’un ordre topologique

Comme notre critére consiste & minimiser le nombre d’accés aux voxels de 1'image,
nous devons choisir un ordre de branchement de telle sorte qu’a chaque test, le plus
grand nombre d’éléments géométriques soit éliminé. Un voxel 6-connexe adjacent au voxel
courant V' par 1 face élimine immédiatement 1 face, 4 arétes et 4 sommets. C’est le cas de
NO1, N22 et N82. La fréquence d’apparition de tels voxels est de 1 fois pour Ans, 4 pour
Ang et 4 pour Ang. Un voxel 18-connexe adjacent a V par 1 aréte élimine immédiatement
1 aréte et 2 sommets. C’est le cas de N21, N81, N41, N61, N12 et N32. Un voxel 26-
connexe adjacent & V par 1 sommet élimine 1 sommet. C’est le cas de N11, N31, N71 et
N51.

Nous avons donc choisi la connexité comme stratégie pour définir un ordre entre nos 13
variables booléennes. Les premiers tests sont effectués sur les voxels 6-connexes, puis 18-
connexes, et enfin 26-connexes. Les voxels de méme connexité sont ordonnés en fonction
du sens de parcours de la matrice. L’ordre de présentation des 13 variables booléennes
pour notre triple-ADD est donc le suivant : NO1 < N22 < N82 < N21 < N81 < N41 <
N61 < N12 < N32 < N11 < N31 < N71 < Nb1.

Sur la figure 1.b, nous avons représenté le début de notre triple-ADD ordonné et réduit.
Par exemple, si les 3 voxels 6-connexes sont pleins, il n’est pas nécessaire de continuer les
tests aprés avoir analysé la valeur de ces voxels (Q01=Q22=Q82=0). Any reste égal a 3,
Any reste égal a 3 et Ang reste égal a 1. Le diagramme obtenu est composé de 181 noeuds
terminaux dont la répartition est donnée dans le tableau 1. Nous avons implémenté le
triple-ADD en C-++. Lors de la programmation, nous avons choisi de respecter la structure
du DDB en transformant le diagramme en une suite de branchements conditionnels sous
forme de «si imbriqué» comme le montre la figure 1.c. Certes le code source obtenu
est un peu long, mais tres efficace : a chaque étape de I'exécution, I'algorithme garantit
n’examiner que les données d’entrées pertinentes, c’est a dire les valeurs qui affecte le
résultat. Pour chaque valeur, trois tests sont au moins réalisés : la longueur minimale
des branchements est donc de 3 lorsque les 3 voxels 6-connexes sont pleins. La longueur
maximale des branchements est de 13. Dans [6], en moyenne pour chaque voxel, 8.7 voisins
étaient examinés pour traiter une seule fonction booléenne. Dans notre algorithme, il
suffit en moyenne pour chaque voxel d’examiner 9.5 voisins pour mettre a jour en méme



temps les 3 fonctions booléennes. On peut estimer que le nombre de branchements le plus
fréquemment rencontré pour un voxel plein est de longueur 3. Ce cas correspond a un
voxel plein situé a l'intérieur d’un objet 3D.

Longueur du branchement || 3 | 4| 5| 6 7 8 9 10| 11| 12| 13 || Total

Nombre de branchements || 2 | 2 7 7 15 14 34 32 36 16 16 181

Longueur x Nombre 68 |35]42|105 | 112 | 306 | 320 | 396 | 192 | 208 || 1730

TAB. 1 — Répartition du nombre de branchements conditionnels dans le triple-ADD

6 Evaluation Expérimentale

Dans cette partie, nous allons montrer I'efficacité de 1'utilisation d’un triple-ADD or-

donné et réduit pour dénombrer les faces ouvertes, arétes ouvertes et sommets ouverts.
Nous avons implémenté et comparé trois algorithmes. Le premier est 1’«algorithme de Mi-
chielsen et de Raedt» tel qu’il a été donné dans [4]. Le second implémente les 3 équations
Ang, Any, Ang sans optimisation ; il est nécessaire de connaitre pour chaque voxel plein
la valeur des 13 voxels voisins précédents. On I'appellera «algorithme des équations». Le
dernier algorithme a le plus long code source puisqu’il implémente le triple-ADD réduit
et ordonné présenté précédemment. On Pappellera «algorithme du triple-ADD». Ces pro-
grammes ont été compilés sous Visual C++ 6.0 avec un PC Duron 1 GHz (mémoire cache
de niveau 1 de 128 Ko et 256 Mo de RAM).
De nombreux systémes observés dans la nature peuvent étre modélisés par un ensemble de
points [11]|. Pour étudier leurs caractéristiques (répartition aléatoire, regroupement, ...),
les systéemes de points peuvent étre considérés comme des images en noir. Pour comparer
les temps d’exécution des algorithmes, nous avons utilisé un modéle booléen de germina-
tion. Dans un domaine cubique, considérons un ensemble de N voxels noirs. Ces voxels,
qui sont les germes du modéle, sont positionnés de maniére aléatoire (loi de Poisson) et
correspondent a des cubes de coté 1. Nous appelons grains, tous cubes élargis de coté
2r + 1, r > 0. En utilisant le processus de germination qui consiste & transformer un
modeéle de N germes en un modéle de grains, nous allons étudier I’évolution des temps de
calcul de ng, n; et ng en fonction r. Les premiers tests ont été réalisés sur un modéle de
N = 1024 germes pour une image de 128 x 128 x 128 (L, = 128). Le nombre maximal
de voxels noirs dans une telle image 3D sera de 126 x 126 x 126 = 2 000 376 parce que
nous laissons une frontiére d’un voxel blanc tout autour de la matrice 3D. La figure 2
représente les temps d’exécution des 3 algorithmes au cours du processus de germination.
En moyenne, I'algorithme du triple-ADD est 17 fois plus rapide que ’algorithme de Mi-
chielsen et deux fois plus rapide que I’algorithme des équations. Nous avons utilisé un
second modéle de N = 4000 germes dans une image de 500 x 500 x 500 (L, = 500). La
figure 3 représente les temps d’exécution pour ’algorithme des équations et I'algorithme
du triple-ADD. Pour de plus gros volumes de données, 1’algorithme du triple-ADD reste
en moyenne 2, 2 fois plus rapide que l'algorithme des équations. On peut décomposer ces
deux courbes en trois parties. Tout d’abord, r varie de 0 & 5 : les cubes sont petits et iso-
lés les uns des autres. Ensuite, le rayon r augmente jusqu’a 25 et les grains se rejoignent.
Enfin, toute la matrice image est remplie.
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7

Conclusions et perspectives

Dans ce papier, nous avons proposé un algorithme qui s’appuie sur la topologie et utilise

des diagrammes de décision binaires. L’utilisation d’un triple-ADD réduit permet ainsi
de dénombrer rapidement le nombre de faces ouvertes, d’arétes ouvertes et de sommets
ouverts d’une image discrétes 3D, méme sur des volumes de données importants. Le
nombre de cubes ouverts correspond aux nombre de voxels noirs dans I'image. Une fois,
ce dénombrement réalisé, il est possible de calculer les fonctionnelles de Minkowski.
Dans la suite, nous souhaitons utiliser la méthode présentée pour accélérer la classification
de corps convexes et non convexes [12].
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