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Introduction

De trés important volumes de données, souvent obtenusiagamiages, sont utilisés dans de nombreux
domaines scientifiques. Un des buts principaux de I'anallisgage est de fournir une caractérisation quanti-
tative de la forme et de la connectivité des constituantslfd Laractérisation des formes 3D a I'aide de quatre
mesures [2] est un des domaines de la morphologie mathéreati@s mesures, appelées aussi fonctionnelles
de Minkowski sont respectivement :

. le volume(V).

2. la surfacgS).

3. la largeur moyenngB).

4. la caractéristique d’Euler-Poincatg).

=

h
/1
L
Volume V(K)=LxIxh
Surface S(K)=2x (Ll + Lh +lh)
Largeur Moyenne B(K) = L+Tl+h

Caractéristique x(K)=1
d’Euler-Poincaré

FiG. 1 — Les fonctionnelles de Minkowski pour un parallélépipéectangle plein

Par exemple, les valeurs des fonctionnelles de Minkowsli pa parallélépipéde rectangle pl€iR’) de
longueurL, de largeur et de hauteuh (Figure 1) sont¥ = Llh, S = 2(LI+ Lh+1h),B = (L+1+
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h)/2,x = 1.

La notion de largeur moyenne est peu connue. Cependantseligilssée sans étre nommée depuis longtemps
par la poste pour dimensionner les colis. Un colis est ditdated sil. + [ + h < 100cm, de100em a150em il

est qualifié de volumineuxy est un invariant topologique qui vise a décrire la morphielaes ensembles en
fonction de leur connexité et de I'existence de cavité owdegls. Une cavité incrémentergitde 1, un tunnel
décrémenteraiy de1.

Au cours de ces derniéres années, ces fonctionnelles olatrgéénent utilisées dans des nombreux domaines
qui vont de la détermination des trés grandes structurewigigdrs [3] a la modélisation des milieux poreux

[4].



Chapitre 1

Aspect théorigue de la géométrie intégrale

1.1 Opérations de Minkowski (addition , soustraction)

La somme de Minkowski (ou somme vectorielle) de deux ensesrdpielconqued et B de R est définie
par :
A®B={a+b:a€ Aetbe B}. (1.2)

La somme de Minkowski peut étre vue comme la projection ddyitaartésien des ensembles. Soiérét B
deux ensembles quelconquesRie leur somme peut s’écrire :

Ao B=]](4xB). (1.2)

ou
AxB=(ab)/acA bEB 1.3)

et
H cR* 5 R, telle que H(a, b) =a+b. 1.4)

L'addition de Minkowski® est I'opération qui consiste a translater chaque point gear chaque élément de
B, le regroupement de tous les points génére un nouvel ensatalgoints (Figure 1.1).

La soustraction de Minkowski de deux ensembles quelcongues3 de R" est définie par :
Ae6B={a+b:a€Aetbe B et anb#D}. (1.5)

Ce qui revient a translater chaque paint A par chaque élémente B et a ne prendre en considération que
les points d’intersection.

L'addition (respectivement la soustraction) de Minkowakigmente (respectivement diminue) le nombre de
points d’un ensemble. A moins qu&ne contienne I'ensemble original, 'ensemble> B n’est pas nécessai-
rement un sous ensemble dePour un élément structurai, 'opérateurip : A — A @ B de transformation
est appelé la dilatation pd? et a comme effet de "gonfler" 'ensemhlg 'opérateurep : A — A S B de
transformation est appelé I'érosion gauet a comme effet de "dégonfler” I'ensemblela soustractio © B,

de Minkowski, deA par B est I'érosion adjointe dd & B. L'addition et la soustraction de Minkowski jouent
un grand role dans le traitement morphologique d’'image.
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b)
A|l® B =T40B Al® /B =408

Al® [B] = |4®5B sl® & = |98

Fic. 1.1 — Exemples de I'addition de Minkowski. a) L'addition Wenkowski d'un carré et d'une paire de
points et I'union de ce carré et du carré décalé . Comme l& jpi&ipoints n’est pas un ensemble convexe, la
somme de Minkowski n’est pas non plus convexe. b) Comme uneaegest convexe, la somme de Minkowski
d’'un carré et d'un segment est un ensemble convexe. d) &t un carré de longueur 1 Btest un carré de
longueurc alors la somme de Minkowski est un carré de longuetc. d) La somme de Minkowski dépend
de I'orientation de I'élément structurant

1.2 Ensembles paralléles
Dans un espace euclidi¢h I'ensemble parallélel, de 'ensembled est défini comme suit :
A=A S (1.6)

ou Sﬁd) représente une boule de rayoen dimension.

1.2.1 Lesensembles paralléles en 1D :

Dans un espace euclidiéna une dimension, considérons un ensemble de points d’'umellige longueur
a. On prend un segment similaiél) de longueurRr et on met le centre de ce segment sur chaque point de la
ligne L. Le résultat de I'union de tous les points est un autre segmeplus long quel. (Figure 1.2).

L st L,

FiG. 1.2 — Ensemble paralléle d'un segménte longueur a une distance en dimension
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En terme des opérations de MinkowsHi: = L & S,Q)
— L'ensemblel, est 'ensemble paralléle de 'ensemidléx une distance.
— Lalongueur de I'ensemblg, est définie par :

I(Ly) =a+2r=1I(L)+2r. (1.7)

Ce concept peut s’étendre a deux ou a trois dimensions.

1.2.2 Les ensembles paralléles en 2D :

Dans un espace euclidien a deux dimensions, considéroazda®mples suivants :

— un disque circulaire de rayenque nous noton® (Figure 1.3).
— un carré de coté que nous noton§ (Figure 1.4).
— un triangle équilatéral de cotéque nous noton¥ (Figure 1.5).

On prend un disqu€,(~2), on met le centre du disque sur chague point des ensebhi@s T'. Les résultats de
I'union de tous les points sont les ensembles parallBles),., T;.
— La surface de I'ensemble paralldlg est définie par :

U(D,) = n(a+r)? (1.8)

ou (a + r) est le rayon de I'ensemble paralldle. En développant, nous obtenons :

U(D,) = ma® + 2rar + mr? (1.9)
ol ma? (respectivemenra) est la surface (respectivement le périmétre) de I'enserobiginal D
(disque de rayon).

— La surface de I'ensemble paralléls est définie par :

U(Q,) = a® + 4ar + nr? (1.10)
ol a? (respectivementa) est la surface (respectivement le périmétre) de I'ensemtiginal Q (carré de
cbtea).

— La surface de I'ensemble parall&le est définie par :

3
U(T,) = %& + 3ar 4 7 (1.11)
ol —a~ (respectivemenia) est la surface (respectivement le périmeétre) de I'ensemtiginal 7" (tri-
angle équilatéral).
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Les formules (1.9), (1.10), (1.11) suggerent une relatitreda surface de I'ensemble original et la surface
de son ensemble paralléle & une distandees surfaces des trois ensembles paralléles précéHgrmsuvent
se généraliser sous la forme d’'un polynéme en fonction elede I'ensemble originak :

U(K,) =U(K) + P(K)r + nr? (1.12)

ou U(K) (respectivementf’(K)) correspond a la surface (respectivement au périmetre)edsemble
original K, remarquons que le terme du plus grand degré du polynd(i€,) correspond a la surface de

I'élément structurant (disque). La surface du disﬁiﬁ@ est égale ar?.

FiG. 1.3 — Ensemble paralléle d’'un disque circulailele rayonz a une distance en dimensior2

FiG. 1.4 — Ensemble paralléle d’un cagde cbtéa a une distance en dimensior2
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FiGc. 1.5 — Ensemble paralléle d’'un triangle équilatéfale cotéa a une distance en dimension 2

1.2.3 Lesensembles paralleles en 3D :

Dans un espace 3D, on considere un olitie c6tés. Le volumeV de 'ensemble parallel€’,. peut s’écrire
sous la forme suivante :

_ .3 2 T 2 i 3
V(Cy) =a’ + 6a r+12<a4r>+8<247rr> (1.13)

ou :

— a? correspond au volume de I'ensemble origioal

— 6a?r correspond aug parallélépipédes rectangulaires situés sur les facegnsaimble” (longueura ,
hauteurr)

- 12 (a%rQ) correspond aux2 secteurs cylindriques sur les arétes de I'ensem@b{lngueura, rayonr)

— 8 (47r?) correspond aug secteurs sphériques sur les sommets de I'enseflayonr)

Aprés simplification, on obtient :
3 2 o | 4T 3
V(C,) = a” + 6a”r + 3anr® + 37 (1.14)

En dimensior3, le volume d’'un ensemble parallel€, peut se généraliser en fonction det de I'ensemble
original K.

V(K,) =V(K)+ S(K)r+ 2rB(K)r? + %”w” (1.15)

ou V(K) représente le volume;(K) la surface eBB(K) la largeur moyenne de I'ensemble origirél

Les formules (1.15), (1.12) montrent que pour des objetsngéiques simples e®D (2D), le changement
du volume (respectivement de la surface) peut étre calcpkirtr du volume, de la surface et de la largeur
moyenne (respectivement de la surface et de la largeur meyele I'ensemble original, tant que nous "gon-
flons" ou nous "dégonflons" I'objet sans changement de sddgigo Remarquons que le terme du plus grand
degré du polyndmé& (K,) correspond au volume de I'élément structurant (boule).dlenae de la boul§£3)
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est égale & r3.

Cependant, ces relations sont uniguement valables powgrdesnbles compacts et convexes. Les ensembles
convexes jouent un réle trés important dans la géométegiiate. Dans un espace euclidignils sont consi-
dérés comme une clé pour la caractérisation morphologigaesembles de points. Dans la nature, les objets
ont des formes aléatoires, c’est pourquoi nous souhai@mérgliser le concept ci dessus a des objets de formes
arbitraires.

1.3 Les fonctionnelles de Minkowski et les ensembles conwesx

1.3.1 Définitions

- Un ensemble de points de I'espace est dit convexe si il contient entiergrie segment ferméb] pour
toute paire(a,b) de points deX (Figure 1.6).

convexe non convexe

FiG. 1.6 — Schéma d’'un ensemble convexe et d’'un ensemble norxanv

- Un corps convexe est un ensemble convexe non vide.

- Un pointz € R? est un ensemble convexe et un corps convexe.

- Un ensemble compact est un ensemble limité et fermé.

- Laclasse de tous les ensembles compacts et convexesésknot

- L'ensemble parallelel, = K & S§d> de I'ensemble compact et conveke € K a une distance est
I'union de toutes les boules fermées de raypdont les centres sont des points appartenant a I'ensemble
K.

- Les opérations qui génerent les ensembles parallélesrpeds les propriétés de convexité et de compa-
cité.

1.3.2 Laformule de Steiner

En dimensiond I'expression générale du volumé® du corps paralléles, & une distance du corps
convexeK, est donnée par la formule de Steiner :

vl (Ky) =D (WD (K (1.16)
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LesW¢4(K) sont appelées fonctionnelles de Minkowski (ou volumesriséques, quermass integrals).
Considérons un ensemble convégen dimension 3, en développant la formule de Steiner onmab@eésultat

suivant :

v (K,) = WE(K) 4 3WE(K)r + 3W3 (K)r? + W(K)r? (1.17)

En identifiant (1.15) a (1.17) on déduit la relation entreft@sctionnelles de Minkowski de I'ensemble
convexeK et les quantités géométriques familieres. ou :

- W (K) correspond au volume.

- W(K) correspond a la surface.

- W3(K) correspond & la largeur moyenne.

- W3(K) correspond a la caractéristique d’Euler-Poincaré.

Nous avons représenté dans la Table 1.1 les relations estferictionnelles de Minkowski et les quantités
géométriques conventionnelles pour des espaces en donetigd = 1, 2, 3)

d=1] d=2 [d=3
Wi(K) | I(K) | UK) | V(K)
WHEK) | 2 | PK)/2]S(K)/3
WHK)| - m 2rB(K)/3
WH{K)| - — 4m/3

TAB. 1.1 — Relation entre les fonctionnelles de Minkowski etfessures géométriques conventionnelles.

1.3.3 Les propriétés des fonctionnelles de Minkowski
Les propriétés des fonctionnelles de Minkowski sont :

1. Invariance par déplacement (Figure 1.7) :
¢ est invariante par déplacement si seulementgisK) = ¢(K) pours € S (S est 'ensemble des

rotations et translations).

2. C-additivité (convexe-additive) (Figure 1.7) :
Une fonctionnellep est C-additive si seulement si :
QD(KI U KQ) = gD(Kl) + QD(KQ) — QD(KI N KQ) pourK;, Ko e K et K; UKy e K
La fonctionnelley de 'union K7 U K, de deux ensembles convex&s et Ky est la somme des fonc-
tionnelles des ensembles convexes moins la fonctionnellewls intersection. La notion de C-additivité
(additive dans I'ensembl&) doit étre vérifiée car I'union de deux ensembles convexestpas forcé-
ment un ensemble convexe.

3. Continuité (Figure 1.7) :

 est continue si :
lim p(K;) = p(K)
=00
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Chagque fois qué¢ K;} est une séquence d’ensembles compacts tel que :
lim K, = K
[—00

La propriété de continuité de impligue que chaque fois que les ensembles compacts etx@nke
approchent I'ensemble compact et convékealorsy(K;) approchep(K).

4
% e

Invariance par déplacement Additivité Continuité
P(K) = ¢(sK) (K1 U Ky) = p(Ki) = o(K)
(K1) +(K2) — p(K1 N K»)

FiG. 1.7 — Les propriétés des fonctionnelles de Minkowski

4. Monotonie (croissante)a est une fonctionnelle croissante :
w(A) < p(B)siAC B.
La valeur de la fonctionnelle de Minkowski de 'ensemidiee va pas décroitre si I'ensembledevient
plus grand.
5. Homogénéité :
© est une fonctionnelle homogeéne si :
p(kA) =kPp(A) k€N, 0<p<d.

Dans un espace a trois dimensions, considérant un dulle cétéa, et un cubed, de c6té&a.
Notons paV (A;) (respectivement’ (As)) le volume du cubed; (respectivement du cubé;).
V(A1) =a?,V(4y) = (20) = 2%a® =23V (4)), (p = d). (1.18)

Notons parS(A;) (respectivemen$(As)) la surface du cubd; (respectivement du cubé,).

S(Ay) = 6a%,S(Ag) = 24a® = 22(6a%) = 22S(Ay), (p =d — 1). (1.19)
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Notons parB(A;) (respectivemenf3(A,)) La largeur moyenne du cubé; (respectivement du cube
Ao).

B(A1) = a, B(As) = 2a = 2B(A;), (p = d — 2). (1.20)

Notons pary(A;) (respectivement(A,)) la caractéristique d’Euler du cubg (respectivement du cube
As).
X(A41) =1, x(A2) = 1 =2°X(A1), (p = d - 3). (1.21)

1.3.4 Théoreme de Hadwiger

Soit ¢ une fonctionnelle définie sur 'ensemblé. Si ¢ vérifie les cing propriétés (continuité, invariance
par déplacement, C-additivité , monotonie, homogénéité}s @ peut étre écrite sous la forme suivante :

d
p(K)=> " a,W"(K) (1.22)
v=0
aveca, € R.

- lesd + 1 fonctionnelles de Minkowski forment un systéeme complet aesures morphologiques sur
I'ensemble des corps convexes.

- Chaque mesure sur un ensemble fini de convexes compact€tpeuicrite comme une combinaison
linéaire des/ + 1 fonctionnelles de Minkowski.

1.3.5 L'anneau convexe

Les résultats des paragraphes précédents peuvent étmalgéséa des classes d'objets beaucoup plus
générales en considérant 'anneau convexgui représente la classe de tous les sous-ensembtiesR? qui
peuvent étre exprimés sous la forme d’unions finies d’entesrdonvexes et compadt¥; }.

A=JKi, K ek (1.23)

SiA;, A; € RalorsA; U As et A; N As appartiennent &. Une fonctionnelle additive a les propriétés
suivantes :

- (A1 U Ag) = (A1) + p(A2) — (A1 N A)

- Linvariance par déplacement geenR est définie comme enkK.

La base de I'extension dé a R est la caractéristique d’Euler (ou nombre de connexjtgui est définit
comme suit :

o= { § 42
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pour toutK € K.

La caractéristique d’Euler est une fonctionnelle addiév@variante par déplacement dakfs elle est égale a
1 pour un ensemble compact. L'utilisation de la propriétéditvité de la caractéristique d’Euler sur I'élément
A de 'anneau convex® donne le résultat suivant :

l
x(A) = x <U K) = X(K) =Y x(KinKj) + ... + (=) x (K n .. K (1.25)
1=1 2

1<j

La valeur dey(A) est indépendante de la représentationidmus forme d’unions finies d’'ensembles convexes
et compacts. Tous les ensembles qui apparaissent a drditegdation sont convexes, donc on peut utiliser
(1.24) pour calculer la valeur numérique geA). La caractéristique d’Euler peut étre utilisée pour défesr
fonctionnelles de Minkowski pour tous les éléments de lmnconvexed € R.



Chapitre 2

Aspect Calculatoire

2.1 Les fonctionnelles de Minkowski et les corps ouverts

Notons padA le bord (les frontiéres) du corp$ et parA le corps ouvertA\0A, de dimensiom apparte-
nant a I'anneau convex@ dans un espad®’ (0 < n < d). Les valeurs des fonctionnelles de Minkowski d’'un
corps ouvertd sont données par la formule suivante :

WD (A) = (~1)Hwidi) , v=0...d (2.1)

2.1.1 Calcul des fonctionnelles de Minkowski pour un pixelZD) :

o o
- — . .
1 pixel 1 intérieur 4 arétes 4 sommets

(1 carré) ouvertes

FIG. 2.1 — Décomposition d’un pixel en dimensi2n
Considérons que chaque pixel est un carré composé d'uteiméuvert(), de4 arétes ouvertes et de4

sommets”. Ces éléments de base sont obtenus par décomposition oelr(qarré de coté) dans un espace
euclidien a deux dimensions (Figure 2.1).

17
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En développant I'équation 2.1 podr= 2, on obtient :

%3

W2 (A) = (1) w4, v=0...2 (2.2)

Calculons la troisiéme fonctionnelle de Minkowski£ 2), pour une face ouvert@ (n = 2).

wi(Q) = (1222w (Q). (2.3)

En utilisant les valeurs de la Table 1.1, on trouve W;ZQ)(Q) = 7. Donc :

%

wiP(Q) = 7. (2.4)

Calculons la deuxiéme fonctionnelle de Minkowski=£ 1), pour une face ouvert§ (n = 2).

wi2(Q) = (1w (Q). (2.:5)
En utilisant les valeurs de la Table 1.1, on trouve Iziq@ (Q) = P(K)/2 =4a/2 = 2a. Donc :

%

w2 (Q) = —2a. (2.6)

La Table 2.1 représente les valeurs des fonctionnelles aédiski W2Z(v = 0...2) pour les ensembles

ouvertst, ol Ny représente un sommet, N, représente un segment ouvérétN2 représente un interieur
ouvertQ

m | Ny, | W@ | WE | Wi
0 P 0 0 s
1 L 0 a -7
2 Q a’> | —2a s

TAB. 2.1 — Les valeurs des fonctionnelles de Minkowik} (v = 0. .. 2) pour les ensembles ouvent,,.

2.1.2 Calcul des fonctionnelles de Minkowski pour un voxel3D) :

Considérons que chaque voxel est un cube composé de sdauntuvert ('), de6 faces ouvertescy),
de12 arétes ouverted)) et de8 sommets P) (Figure 2.2). Ces éléments de base sont obtenus par unedéco
position d’'un cube de cot€ (voxel) dans un espace euclidien a trois dimensions.

En développant I'équation 2.1 podr= 3, on obtient :

W (A) = (1) w4, v=0...3 (2.7)
Calculons la quatriéme fonctionnelle de Minkowski<£ 3), pour un cube ouved’ (n = 3).

W( )(éf) ( )3+3+3W( )(Q) (2.8)
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1 voxel
(1 cube)

1 intérieur 6 faces 12 arétes 8 sommets
ouvertes ouvertes

FIG. 2.2 — Décomposition d’'un voxel en dimensidn

En utilisant les valeurs de la Table 1.1, on trouve Wﬂg)(O) =4r /3. Donc :
wi(C) = —4n/3 (2.9)
Calculons la troisiéme fonctionnelle de Minkowski£ 2), pour une face ouvert@ (n = 2).
W( )(C’) (-1 )3+2+2W( )(Q). (2.10)
En utilisant les valeurs de la Table 1.1, on trouve lzlﬂzg’)(O) =2nB(K)/3 = 2ma/3. Donc :
wi(C) = —2ma/3 (2.11)

La Table 2.2 représente les valeurs des fonctionnelles adcdViski W3(v = 0...3) pour les ensembles
ouvertst, ol N, représente un sommét, N; représente un segment ouvért N2 représente une face
ouverteQ et N représente cube ouveTt
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m | Ny | Wg | W w3 w3
0| P 0 0 0 4r /3
1 L 0 0 wa/3 | —4mw/3
2 | Q| 0 |2d?/3| —27wa/3 | 4n/3
3 C | a® | —2a? a —4r/3

TAB. 2.2 — Les valeurs des fonctionnelles de Minkowkf (v = 0. .. 3) pour les ensembles ouvert,,.

2.2 Application a des images binaires :

Une image binaire 2D (3D) est une grille @ (Z>) représentée par une matrice de pixels (voxels) ol
chaque pixel (voxel) est affecté d'une valeur binaire. [olest I'ensemble des pixels (voxels) qui ont pour
valeur 1 (appelés aussi pixels (voxels) noirs, pleins adifsqcte fond est 'ensemble des pixels (voxels) qui ont
pour valeur O (appelés aussi pixels (voxels) blancs, vidasactifs). L'objet n’est pas forcément un ensemble
convexe mais chaque pixel (voxel) contenu dans une imagéréien 2D (3D) est un ensemble convexe. C’est
pourquoi de telles images peuvent étre considérées conmsr@daents de I'anneau conveRe Ainsi on peut
faire appel a la géométrie intégrale pour construire destimmelles d’'image pour effectuer des mesures de
formes dans I'image. On peut décomposer une image commient'ale voxels noirs pour pouvoir calculer les
fonctionnelles de Minkowski de cette image. Dans un espaatirdensiond, les valeurs des fonctionnelles de
Minkowski pour la formeP sont données par I'équation suivante :

d
WD (P) =" WD (Np)nm(P) 5 v=0...d. (2.12)

oll : n,, (P) est le nombre d’ensembles ouverts et conveXgsde typenm.

La complexité des structures mathématiques de la géonigtiggrale est nullement comparable a la sim-
plicité de ses applications pratiques. D’aprées le théordeneladwiger, en dimensiod, il existed + 1 fonc-
tionnelles de Minkowski, ces fonctionnelles forment untéyse complet des mesures morphologiques sur
'ensemble des corps convexes. Cela implique que si notigisons que des fonctionnelles additives d'image
nous devons seulement calculerdesl fonctionnelles de Minkowski dans le but de caractériserdganologie
des formes puisque toute autre mesure est une combinaigairé de ces fonctionnelles.

2.2.1 Cas d’'une image binaire 2D :

Chagque pixel est considéré comme un carré dont la taillaii@é@st normalisée a(k = 1). Notre but est
de caractériser la géométrie et la topologie des ensentnleg$ par les pixels noirs. D'aprés le théoréme de
Hadwiger, il existe trois fonctionnelles de Minkowski (larfaceU, le périmétreP et la caractéristique d’Euler
) qui décrivent le contenu morphologique de cet ensembleakactéristique d’Euley décrit la connectivité
(la topologie) des formes, dans un espace a deux dimensi@ss ggale au nombre des régions des pixels noirs
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connectés moins le nombre des régions fermées composéeeldehancs. Deux pixels noirs sont connectés
si seulement siils sont les plus proches voisins d’un auked pu bien ci ces deux pixels sont connectés par une
chaine de pixels noirs qui sont des plus proches voising entx. Conceptuellement, la procédure qui permet
de calculer ces trois valeurs (la surface, le périmétre eaitactéristique d’Euler-Poincaré€) consiste en deux
étapes. Premiérement, on décompose chaque pixel nois@mmets, ed arétes ouvertes et érface ouverte.
Deuxiemement, on calcule le nombre total des faces ouvestetes arétes ouvertes et des sommets, [4].

En utilisant I'équation (2.12) (additivité des fonctiotties), la Table 1.1 et la Table 2.1, il est possible de
déterminer les trois fonctionnelles de Minkowski pour ujeb@D discrétisé.

En développant I'équation (2.12) podi= 2 on obtient :

2
WP(P) =" W (Np)nm(P) 5 v=0...2 (2.13)
m=0
W (P) = W (No)no(P) + WP (Ni)ny (P) + W (No)na(P) (2.14)
L'affectation des valeurs de (v varie entre 0 et 2) a I'équation 2.14 génére trois nouvelipggons :

- poury =0:
Wi (P) = WP (No)no(P) + W2 (N))ny (P) + WP (Ny)na (P) (2.15)

- poury =1:

(2) —w@x (2)(x ) (x

W7(P) = W™ (No)no(P) + Wi (N1)ni (P) + W™ (N2)n2(P) (2.16)

- pourv =2:
Wy (P) = Wy (No)no(P) + W5 (N1)ni (P) + Wy (No)na(P) (2.17)

En utilisant les valeurs de la Table 1.1 on trouve W{g) (P) =U(P).
2)

D'aprés la Table 2.1, on trouve qE” (Ny) = 0, W52 (Ny) = 0, WP (V) = a2,
En remplacant par ces valeurs dans I'équation 2.15 on dbtien
- Wy (P) = a?na(P) = na(P) = U(P)
U(P) = na(P) (2.18)

- On procéde de la méme maniére pour les équations 2.16 et 2.17
- WP (P) =mi(P) = 2 x ny(P) = P(P)/2

P(P) = 2n1(P) — 4ny(P) (2.19)
- W(P) = mng(P) — mny(P) + mna(P) = x(P)r

X(P) = no(P) — n1(P) + n2(P) (2.20)
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2.2.2 Cas d’'une image binaire 3D :

Dans un espace a trois dimensions, les quatre fonctiosradiélinkowski d’'un cub& correspondent au
volumeV, ala surfaces, a la largeur moyennB et a la caractéristique d’Euler En 3D,y est égale au nombre
de régions des voxels noirs connectés plus le nombre demeédes voxels blancs fermées moins le nombre
des tunnels. Un tunnel est une région formée de voxels bluigserce une région de voxels noirs connectés.
Comme dans le cas de 2D, la premiére étape de calcul de ces fprattionnelles consiste a considérer chaque
voxel noir comme I'union de 8 sommets, 12 arétes ouverteac@sfouvertes et un cube ouvert. La deuxieme
étape est le calcul du nombre total des cubes ouwgttdes faces ouvertes,, des arétes ouvertes et des
sommetsy.

En utilisant I'équation (2.12) (additivité des fonctiofies), la Table 1.1, et la Table 2.2, il est possible de
déterminer les quatre fonctionnelles de Minkowski pour bje3D discrétisé.
En développant I'équation (2.12) potie= 3 on obtient :

3
WE(P) =" W (Np)nm(P) 5 v=0...3 (2.21)
m=0
W (P) = WP (No)no(P) + WP (N1 (P) + WY (No)na(P) + WS (N3)na (P) (2.22)
L'affectation des valeurs de (v varie entre 0 et 3) a I'équation 2.22 génére quatre nouvétiestions :

- pourv =0:

WPy = W (No)no (P) + W (N)na (P) + W (No)na (P) + WP (Na)ns(P)  (2.23)
- pourv =1:

w3 (P) = W (No)no(P) + W (N)ny (P) + WD (No)ng (P) + W (Na)ns(P)  (2.24)
- pourv =2:

W (P) = WS (No)no (P) + W (Ny)ny (P) + WP (No)no (P) + WP (N3)ns(P)  (2.25)
- pourv = 3:

W (P) = W (No)no (P) + W (N1)ny (P) + WD (No)ng (P) + WP (N3)ns(P)  (2.26)

En utilisant les valeurs de la Table 1.1 on trouve W{g) (P) =V (P).
D’apres la Table 2.2 on trouve qm@?f?’) (Np) =0, W?fg)(ZVl) =0, W:,f?’) (Ny) =0, W§3)(N3) =1.

En remplagant par ces valeur dans I'équation 2.23 on ohtient
- Wy (P) = na(P) = V(P)
V(P) = n3(P) (2.27)
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On procéde de la méme maniere pour les équations 2.24 , 22286e
W (P) = (2/3)n5(P) — 2n3(P) = S(P)/3

S(P) = 2ns(P) — 6ns(P) (2.28)
- W(P) = (/3)n1(P) — (21/3)n2(P) + mns(P)2r B(P)/3
2B(P) = ni(P) — 2na(P) + 3n3(P) (2.29)
- Wi (P) = (4n/3)no(P) — (47 /3)n1 (P) + (47/3)na(P) — (47 /3)n3(P)4nx(P)/3
X(P) =no(P) — n1(P) + n2(P) — n3(P) (2.30)

La caractérisation morphologique d'une forme 3D se rédwitchu dénombrement des objets géométriques
élémentaires (cubes ouverts, faces ouvertes, arétesesietisommets) qui constituent cette forme.

2.3 Enumération des éléments géométriques de base

2.3.1 Algorithme de base proposé par Michielsen et De Raedt

Le probléme rencontré pour la résolution des équationggdestes (2.18, 2.19, 2.20, pour le 2D et 2.27,
2.28, 2.29, 2.30 pour le 3D) est de dénombrer les cubes suves faces ouvertes, les arétes ouvertes et
les sommets, en évitant de compter un cube, une face, umeeané sommet plus d'une fois. Par exemple la
Figure 2.3 montre I'évolution des éléments géométriqudsagde lorsqu’on rajoute un voxel noir a un ensemble
de trois voxels.

Dans [5], Michielsen et De Raedt ont été les premiers a peypas algorithme pour dénombrer ces éléments
géométriques de base. Cet algorithme permet de calcuiamfent les fonctionnelles de Minkowski pour une
forme donnée, en ajoutant les pixels (voxels) noirs un pax un fond initialement blanc. Dans cet article, ils
donnent des équations qui montrent commey{iP), na(P), ni(P), no(P) évoluent lorsqu’un pixel (voxel)
noir est ajouté a une forme 2D (3D). Dans les deux paragrapiieants, nous allons détailler précisément ces
équations.
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n3=3 cubes ouverts n3=4 cubes ouverts
n9=16 faces ouvertes n,=18 faces ouvertes
n1=28 arétes ouvertes n1=32 arétes ouvertes
ny=16 sommets ny=18 sommets
/! / /! /! /
1 1
1 1 :
1 1 1
e /! / e e /
1 1 l 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
/, /, / /, /, /

FiG. 2.3 — Dénombrement des primitives de base suite a I'ajaurt d@oxel plein

2.3.2 Algorithme de calcul desz,,,(P) en 2D

En 2D, considérons une image de taille L, x L,. Notons parP(p) un pixel & la positiorp € Z? de
I'image, oup = (i,j) aveci =1... Lyet j =1...L,,.
Par définition :
1 sile pixel est noir (objet)

0 sile pixel est blanc (fond) (2.31)

P - {
Nous définissons deux relations d’adjacence (voir figurg:2.4
- deux pixels sont dits 4-adjacents s’ils sont voisins sitidaaréte.
- deux pixels sont dits 8-adjacents s'ils sont voisins sitilaaréte ou 1 sommet.
Les nombres 4 et 8 correspondent au nombre de pixels adjazent pixel donné pour le type d’adjacence
choisi. Tout pixel a donc 2 types de voisins.
Etant donné le pixel couraf(p) a la positionp = (i, j), les pixels voisins adjacents/p) sont :
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- pour la 4-adjacence (voisinage par une aréte), aux positaivantes :
(Z+la])a(7'_la])a(7'aj+1)a(za]_1) (232)
- pour la 8-adjacence (voisinage par un sommet), aux posisaivantes :
positions précédentes (éq. 2.32) et (1 + 1,5+ 1),(i + 1,5 —1),(i —1,7+1),(i — 1,7 — 1) (2.33)

On vérifie les relations suivantes :
- (i,7) est 4-adjacent &', j')si et seulement §i — i'| + |5 — 5| = 1.
- (i,7) est 8-adjacent &', j')si et seulement simgk — i'|, |7 — j'|) = 1.

4-adjacence 8-adjacence

FIG. 2.4 — Relation d’adjacence en 2D

Lincrémentation du nombre de faces ouvert&s:§(P(p)) contenues dans une imagelors de I'ajout d’un
pixel noir P(p) est donnée par I'équation suivante :

Any(P(p)) = 1 (2.34)

A indigue la différence entre le nombre des primitives de lj@sdaces ouvertes) avant et aprés l'insertion
d’un nouveau pixel noir .

Cette équation est composé d’'un seul terme (car 1 face eyvaripixel). Cette équation est égale a 1 puisque
dés qu’on ajoute un nouveau pixel noir, une nouvelle facedawdoit étre automatiquement comptée.

L'incrémentation du nombre d’arétes ouvertés (P(p)) est donnée par I'équation suivante :

Ani(P(p)) = Y [Q(i +a,j) + Qi j + )] (2.35)
a==+1
avec ( ) ( )
| 1=P(p) =0 siP(p) est un pixel noir.
2p) = { 1 —"P(p) =1 siP(p)est un pixel blanc. (2.36)
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FIG. 2.5 — Dénombrement des arétes ouvertes introduites paot’d’'un nouveau pixel a la positioft, 7).
lllustration de la formule An (P) = > ,_ 1 [Q0 + o, j) + Q(4, 5 + a)].

Cette équation peut étre décomposée en 4 termes (car 4 augeates par pixel) :
Ani(P(p)) = Q(i — 1,7) + Q4,5 — 1) + Qe + 1,5) + Q4,5 + 1) (2.37)

Chaque terme teste la présence éventuelle d’'une arétengdradsant a la valeur d'un seul pixel. En effet,
dans une image 2D, une aréte est un élément géométrique coendaux pixels (le pixel courant et un de ses
pixels 4-adjacents (équation 2.32))

Si on développe le premier terme de I'équation 2.35 poetr —1 on obtient :

QG —1,7) +Q(i,j —1) , (2.38)

Ce premier terme revient a tester la présence de deux arftts:, (d’'apres les notations de la figure 2.5,
représentant le pixel couraf(i, j) et deux de ses pixels 4-adjacents) :
- Pour l'arétea;, Any(P(p)) sera incrémentée de 1 si le pixel 4-adjacBfi, j — 1) est vide. Si ce pixel
est pleinAn; (P (p)) reste inchangé.
- Pour l'aréteas, le pixel voisin a tester ege(i — 1, 7).
En résumé, dés qu’un pixel 4-adjacent est pléin; (P(p)) reste inchangé.
Anq(P(p)) pourra étre incrémenté au plus4lsi tous les pixels 4-adjacents sont vides.
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FiG. 2.6 — Dénombrement des sommets introduits par I'ajout dawnweau pixel a la position (i,j). lllustration
du premier terme de la formuleXng(P) = 37, 5_4[Q(i + o, ) Q(i + a, j + B)Q(i, j + )] poura = —1
et = —1: sommets; du pixel courant (en bas a gauche).

L'incrémentation du nombre de sommefsr{y(P(p)) est donnée par I'équation suivante :

Ang(P(p)) = D [Q(i+ ) x Qi+ o, j + B) x Q(i, j + B)] (2.39)

o,f==+1

Cette équation peut étre décomposée en 4 termes (car 4 sempangixel) :

Ang(P(p)) = 1+ S2+ 83+ 84 (2.40)

avec
poura=—-1,=—-1: 51=0(i—1,7) x Qi —1,j — 1) x Q(i,7 — 1) (2.41)
poura=—-1,=41: s9=0(i—1,j) x Qi — 1,7+ 1) x Q(i,j + 1) (2.42)
poura=+1,8=—-1: s3=0(i+1,j) x Qi +1,j —1) x Q(i,j — 1) (2.43)
poura=+1,=41: 54 =0(i+1,7) x Qi+ 1,5 +1) x Q(i,7 + 1) (2.44)
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Chaque terme teste la présence éventuelle d’'un sommetdiarétsimultanément la valeur de 3 pixels (ce
qui explique la présence d’'un produit). En effet, dans unegen2D, un sommet est un élément géométrique
commun a 4 pixels (le pixel courant et 3 de ses pixels 8-adfadéquation 2.33))

Le premier terme de I'équation 2.39 est développé dans pddr¢x = —1 et 3 = —1). Ce premier terme
revient a tester la présence du sommét’'aprés les notations de la figure 2.6).

Si les trois pixels 8-adjacent®(i — 1,7),P(i — 1,5 — 1), P(i,7 — 1)) sont vides s; = 1 . Le sommet est
comptabilisé efAny(P(p)) estincrémenté de 1.

Si un seul de ces trois pixels est pleisy := 0. Ang(P(p)) reste inchangé car le sommet a déja été énuméré.

2.3.3 Algorithme de calcul desu,,,(P) en 3D

En 3D, considérons une imagede taille L, x L, x L. Notons parP(p) un voxel a la positiorp € 73
de I'image, otp = (i,j,k)aveci=1...L,, j=1...Lyetk=1...L,.
Par définition :

0 sile voxel est blanc (fond) (2.45)

Plp) = { 1 sile voxel est noir (objet)
Nous définissons trois relations d’adjacence (voir figur@ 2.

- deux voxels sont dits 6-adjacents s'ils sont voisins suitaface.

- deux voxels sont dits 18-adjacents s'ils sont voisinsatil face ou 1 aréte.

- deux voxels sont dits 26-adjacents s'ils sont voisinsastiil face ou 1 aréte ou 1 sommet.
Les nombres 6, 18 et 26 correspondent au nombre de voxeteatia un voxel donné pour le type d’adjacence
choisi. Tout voxel a donc 3 types de voisins. On vérifie leati@hs suivantes :

- (i,7,k) est 6-adjacent &', 5/, k')si et seulement $i — | + |j — §'| + |k — K| = 1.

- (4,7, k) est 18-adjacent @', 5/, k') si et seulement si parmi les trois valelirs- 7’|, |7 — j'|, |k — &'|, une

ou deux sont égales a 1, et I'(es) autre(s) égale(s) a 0.
- (i,7,k) est 26-adjacent &', j', k")si et seulement si ma(— i'|, |7 — j'|, |k — £'|)=1.

n==06 n =18

FiG. 2.7 — Relation d'adjacence en 3D : un voxel (noir) et ses gaxe adjacents (gris)
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Lincrémentation du nombre de cubes ouveris:f(P(p)) contenus dans une imagelors de I'ajout d'un
voxel noirP(p) est donnée par I'équation suivante :

Ans(P(p)) = 1 (2.46)

Cette équation est composé d’'un seul terme (car 1 cube quasevbxel). Cette équation est égale a 1 puisque
dés qu’on ajoute un nouveau voxel noir, un nouveau cube bdeérétre automatiquement compté.

Lincrémentation du nombre des faces ouveres,(P(p)) est donné par I'équation suivante :
Ang(P(p)) = Y [Qi + o, j,k) + Qi j + a, k) + Q(i, j, k + )] (2.47)

a==+1

avec .
1—-"P(p) =0 siP(p) est un voxel noir.

Ap) = { 1 —P(p) =1 siP(p) est un voxel blanc.
Cette équation peut étre décomposée en 6 termes (car 6 fa@ses par voxel) :

(2.48)

Chaque terme teste la présence éventuelle d'une face &fredsant a la valeur d’un seul voxel. En effet, dans
une image binaire 3D, une face est un élément géométriquenaara deux voxels (le voxel courant et un de
ses voxels 6-adjacents). Dés qu’un voxel 6-adjacent est, plews (P (p)) reste inchangéAnq(P(p)) pourra
étre incrémentée au plus de 6 si tous les voxels 6-adjacentyisles.

Lincrémentation du nombre des arétes ouveties (P(p)) est donnée par I'équation suivante :

Anl(P) = Za,ﬁ:ﬂzl[ Q(Z +Oé,j, k) X Q(Z —|-Oé,j 'l'/Bak) X Q(Zaj 'l'/Bak)
+ Qi j+ak) x Qi,j + o,k + B) x Q(i, 5,k + B) (2.50)
+ Q(i—l—a,j,k)XQ(i—l-a,j,k—l-ﬂ)XQ(i,j,k—i—ﬁ)]

Cette équation peut étre décomposée en 12 termes (car &2 pagtvoxel) :

Any(P(p)) = a1+ a2 + a3z + a4+ as + ag + a7 + ag + ag + ayp + ayn + arz (2.51)
Poura=-1 etpg=-1:
ar=Q(i—1,5,k) x Qi — 1,7 — 1,k) x Q(i,7 — 1,k) (2.52)
ap = Qi,7 —1,k) x Q(i,j — 1,k —1) x Q(4,j,k — 1) (2.53)
a3 =Q(i—1,7,k) x Q(i — 1,5,k — 1) x Q(i, 5,k — 1) (2.54)

Tous les termes; (7 = 1..12) sont donnés dans I'annexe 1.
Chague terme; teste la présence éventuelle d’'une aréte en étudiant ainéaftent la valeur de 3 voxels (ce qui
explique la présence d’un produit). En effet, dans une in3&eine aréte est un élément géométrique commun
a 4 voxels (le voxel courant et 3 de ses voxels 18-adjacents).
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Si les trois voxels 18-adjacent®(i — 1,7,k),P(i — 1,7 — 1,k),P(i,5 — 1,k)) sont vides u; = 1. L'aréte
est comptabilisée ekn;(P(p)) estincrémente de 1.
Si un seul de ces trois voxels est plei := 0. An,(P(p)) reste inchangé car l'aréte a déja été énumérée.

L'incrémentation du nombre de sommets,,(P(p)) est donnée par I'équation suivante :

AnO(P) = Za,ﬁ,fy:ﬂzl[ Q(Z +057j7 k) X Q(Z —|-Oé,j +Ba k) X Q(Zaj ’l'/ka)
x Qi+ o, 5,k +v) x Qi +a,j + B,k +7) (2.55)
xQ(i,§ + B,k +7) x Qi, j, k + )]

Cette équation peut étre décomposée en 8 termes (car 8 sepanebxel) :
Ang(P(p)) = s1 + 52 + 53 + 54 + 55 + 56 + 57 + 58 (2.56)
Poura=-1etf=-1ety = —1:

s1 = Q(Z_ 17.77k) X Q(Z_ 17.7 - 17k) X Q(Zaj - ]-7k)
xQ(i—1,5,k—1)x Qi —1,j—1,k—1) (2.57)
XQ(iaj_ lak_ 1) X Q(iajak_ 1)

Tous les termes; (i = 1..8) sont donnés dans I'annexe 2.
Chague terme; teste la présence éventuelle d’'un sommet en étudiant sinéuitent la valeur de 7 voxels (ce
qui explique la présence d’'un produit). En effet, dans uregen3D, un sommet est un élément géométrique
commun a 8 voxels (le voxel courant et 7 de ses voxels 26-aualig)c
Pour qu’un sommet soit comptabilisé, il faut que les 7 voRéisadjacents (qui partagent ce sommet) soient
vides.

2.3.4 Limites de I'algorithme de Michielsen et De Raedt

En 3D, le dénombrement des éléments géométriques de basertedans [5], d’examiner tous les voxels
26-adjacents pour pouvoir calculer les fonctions dissraétgariables booléennes établies précédemment pour
Ang (9. 2.46) Ans (é9. 2.47),An; (€q. 2.50) efAn, (é€q. 2.55).

La solution proposée ici a deux inconvénients. Le premiémtmmncerne I'algorithme lui-méme, et plus parti-
culierement le nombre de voxels voisins a explorer. Tougéegisins du voxel courant doivent étre examinés
pour pouvoir résoudre les équations. Le second point coacémplémentation de I'algorithme. Deux ta-
bleaux sont utilisés : le premier pour stocker toute 'im&@ea analyser, I'autre pour traiter I'image 3D en
cours d'analyse (il est rempli voxel par voxel), ce qui esiteax en mémoire et en temps d’acces. Pour limi-
ter le nombre d’'accés aux voisins d’'un voxel courant et sopgrl'utilisation de deux tableaux, nous allons
étudier I'algorithme présenté par Blasquez et Poiraudeas {b].

2.3.5 Algorithme amélioré de calcul des:,,,(P) en 3D

2.3.5.1 Introduction

Pour les besoins de leur algorithme, les auteurs ont décgédripanatrice de voxels en plans. lls ont consi-
dérés que cette matrice serait parcourue en colonne deeyaudivite, en ligne de bas en haut, et d'un plan
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FIG. 2.8 — Représentation des 26 voxels voisins pour I'algorittamélioré

en avant de I'image vers un plan en arriére. Pour une manipulplus aisée des variables dans les équations
discrétes, ils ont utilisés les notations de la Figure 28ndcette figure la configuration locale autour d’'un
voxel courant notd” est représentée par une sous-matrice. Les voxels 26-atfjasmnt notésv;, ous indique

la position du voxel dans le plaf) < i < 8) etp indique le plan dans lequel se situe le voxel 26-adjacent
considéré (1 : plan avant, 2 : plan courant, 3 : plan arridr@)valeur delN;, indique également la présence
éventuelle du voxel considéré :

Ny, = { 1 sile voxel est noir (objet) (2.58)

0 sile voxel est blanc (fond)
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Nous pouvons également defid;, :

Qi = { 1 — Nj, =0 sile voxel est noir (objet) (2.59)

1 —N; =1 silevoxel est blanc (fond)

Nous pouvons remarquer qué, dans cet algorithme est I'équivalent @p) utilisé dans les équations de
I'algorithme précédent (2.46, 2.47, 2.50 et 2.55). En eféeprobléme reste le méme : pour chaque nouveau
voxel courant pleirV/, il faut déterminer le nombre de faces ouvertés:,), d’arétes ouvertesAn, ), et de
sommetg Anyg) introduit par I'ajout de ce voxel dans la matrice. Le nombeecdbe ouvertAns) étant égal a

1 (ég. 2.46).

2.3.5.2 Réduction du probleme

La premiére simplification consiste a n'examiner que lesd&is voisins précédant le voxel courant plein
(Ni1 pouri = 0..8, Njopourj = 1,2,3,8). En effet, en considérant que les voxels noirs sont ajout@&swn
suivant le sens de parcours de la matrice définie précédemimeii3 voxels suivants sont considérés comme
des voxels vides (il seront examinés a leur tour dans la duifgarcours de la matrice) :

Ni3 =0 pouri=0..8

Nj» =0 poury=4,56,7 (2.60)
ou encore
Qiz=1 pouri=0.8
Qjo=1 pourj=4,56,7 (2.61)
En tenant compte de ces nouvelles valeurs , les équatict& @47, 2.50 et 2.55) deviennent :
Pour I'incrémentation du nombre de faces ouvertes :
Ang = 3+ Q01 + Q22 + ()82 (2.62)
Pour I'incrémentation du nombre d’arétes ouvertes :
Any =3+ Q01.Q22.Q21 + Q01.Q41 + Q01.Q61 + Q01.Q82.Q21 + Q22.Q32+ (2.63)
Q82 + Q12.Q22.Q82 + Q22 + Q82 '
Pour I'incrémentation du nombre de sommets :
Ang =1+ Q82 + 22.Q32 + Q12.Q22.Q82 + Q01.Q41.Q51.Q61 + Q81.Q01.Q61.Q71.Q82 (2.64)

+(21.Q31.Q41.Q01.Q22.Q32 + Q11.Q21.Q01.Q81.Q12.Q22.Q82

Le nombre de variables booléennes inconnues est donc gdBitUn nouveau voxel courant plein aménera
toujours au dénombrement au moins : 3 faces ouvertes, Sadtertes et 1 sommet. Le nombre maximal
de faces ouvertes susceptibles d'étre rajouté est 3, ceogqeispond au nombre dg;, restants dans I'équa-
tion 2.62. Le nombre maximal d’arétes ouvertes susceptiii&re rajouté est 9, ce qui correspond au nombre
de termes restants dans I'équation 2.63. Le nombre maxienabohmets susceptibles d’'étre rajouté est 7, ce
qui correspond au nombre de termes restants dans I'équatdn
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2.3.5.3 Implémentation : utilisation d’un triple-ADD

En s’appuyant sur [7], une approche a base de Diagrammesdigid»eBinaires (DDB) Binary Decision
Diagrams) a été proposé pour implémenter la résolution des 3 équsatémuites ( 2.62, 2.63, 2.64).

Les DDBs sont une représentation compacte et efficace pmangulation symbolique des fonctions boo-
Iéennes. Leur concept a été introduit par Lee et Akers [8.Magiables booléennes peuvent prendre les valeurs
dansB ={0,1}. Un diagramme de decision binaire (DDB) représente famction booléenng(z1, zs, ..., x,) :

B™ — B comme un graphe acyclique direct dans lequel chaque noésdwgsis a un test d’une variable boo-
léennex; (représentation de Shannon)) = z; fz;—o0 + =i fz,=1 (1 <14 < n). Chaque noeud a deux fils qui sont
eux aussi des DDBs. A chaque noeud, un des fils est choisi etidorde la valeur de la variable représentée
associée a ce noeud. La valeur de la fonction est détermimiaversant le graphe a partir de la racine jusqu’a
un noeud terminal. Les DDBs n’ont été réellement dévelogpés la suite de la publication d’un article de
Bryant [9] qui définit alors les diagrammes de décision esmbrdonnés@BDD : Ordered Binary Decision
Diagrams) comme un sous-ensemble des DDBs. Les OBDDs sont des DDBdeafajuels les variables sont
strictement ordonnées a partir de la racine jusqu’aux teox. UnOBDD qui est sous forme canonigue est
aussi appelé diagramme de décision binaire ordonné réRDRDHD).

Dans [7], Robert et Malandain proposaient d'utiliser lesBRIDs pour des techniques classiques de trai-
tement d'image qui dépendent d’une seule fonction bookeénvariable booléenne. Comme nous travaillons
sur 3 fonctions discrétes a variables booléendes,( Anq, Anyg), I'algorithme amélioré propose I'utilisation
d'un ADD adapté a ce probléme. L&DDS (Algebraic Decision Diagrams) comme lesMTBDDS (Multi-
Terminal BDD) [10] sont des structures dérivées des DDBs dans lesquefiexokbuds terminaux représentent
des valeurs numériques arbitraires d@ret non plus restreintesla Un ADD représente une fonction discréte
f(x1,29,...,2,) : B" — Z ou chaque noeud est soumis a un test d’'une variable boolégnne
Pour accélérer I'algorithme, le critére consistant a misémle nombre d’accés a une image devait étre satis-
fait. Un seul ADD a donc été implémenté pour résoudre simatteent les 3 fonctions discrétes. Cette nouvelle
structure de données a été appeléeple-ADD. Chaque noeud terminal de ce triple-ADD n’incrémente plus
une seule équation discréte, mais trois. L'ordre de branehé a été choisi de telle sorte qu'a chaque test,
le plus grand nombre d’éléments géométriques soit élinkoér cela, il a été nécessaire de faire appel a la
topologie discréte, et notamment aux relations d’adjae@mire voxel pour arréter les tests dés qu’un élément
géométrique a déja été partagé par un voxel voisin. Un voxeljécent au voxel courait par 1 face élimine
immédiatement 1 face, 4 arétes et 4 sommets. C’est le cas HeN®@ et N82. La fréquence d’apparition de
tels voxels est de 1 fois poukns, 4 pourAn, et 4 pourAng. Un voxel 18-adjacent & par 1 aréte élimine
immédiatement 1 aréte et 2 sommets. C'est le cas de N21, NBII,M61, N12 et N32. Un voxel 26-adjacent
aV par 1 sommet élimine 1 sommet. C'est le cas de N11, N31, N7B&t N
Les premiers tests sont effectués sur les voxels 6-ad@qaunts 18-adjacents, et enfin 26-adjacents. Les voxels
de méme connexité sont ordonnés en fonction du sens de padmla matrice. L'ordre de présentation des 13
variables booléennes pour le triple-ADD est donc le suiviil < N22 < N82 < N21 < N81 < N41 < N61 <
N12 <N32 <N11 <N31<N71<N51.

Le début du triple-ADD est représenté sur la figure 2.9. Pamgte, si les 3 voxels 6-adjacents sont pleins, il
n'est pas nécessaire de continuer les tests aprés avojsé@nalvaleur de ces voxels (Q01=Q22=Q82=20).
reste égal 8, An, reste égal 8 et An reste égal a. Cet algorithme est 17 fois plus rapide que I'algorithme
de base.
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FIG. 2.9 — Début du triple-ADD



Conclusion

En effectuant ce stage, nous avons tiré pleinement profital@saissances acquises dans le domaine de la
caractérisation morphologique de formes 3D discrétesidel’des fonctionnelles de Minkowski. Ceci nous a
permis de percevoir la nécessité de ces méthodes dans léndoteda géométrie intégrale.

Le calcul des fonctionnelles de Minkowski sur une image ibindD (3D) se fait grace a I'énumération des
éléments géométriques de base. Dans la littérature, dgasitames ont été proposés pour pouvoir dénombrer
ces éléments géométriques. Aprés avoir étudié I'algoethmbase et I'algorithme amélioré du triple-ADD, on

a déduit que I'algorithme amélioré permet de dénombreraefiment les faces ouvertes, arétes ouvertes et les
sommets d’'un objet 3D discretisé. Cet algorithme est 17 his rapide que 'algorithme de base car il utilise
des arbres binaires de décision et prend en considérat®oodeitions topologiques.
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Annexe 1 : Termesa; de I'equation An; en 3D

En 3D, I'incrémentation du nombre des arétes ouveltes(P(p)) est donnée par I'équation suivante :

Ani(P) =3, -1l Qli+a,j,k) x Qi +a,j+ B,k) x Q(i,j + B, k)
+ Q(i,j + a, k) x Qi j + a, ki + B) x Q(i, 5, k + B) (2.65)
+ Qi+ o, j, k) x Qi + a,j, k + B) x Q(i, 7,k + B)]

Cette équation peut étre décomposée en 12 termes :

Ani(P(p)) = a1 + a2 + a3 + a4 + as + ag + a7 + ag + ag + a1 + a1 + a2 (2.66)
Poura=-1 ets=-1:
a1 = Qi —1,,k) x Qi — 1,j — 1,k) x Q(i,j — 1,k) (2.67)
as = Qi,7 — 1,k) x Q(i,5 — 1,k —1) x Q(4,4,k — 1) (2.68)
a3 =Q(i—1,7,k) x Q(i — 1,5,k — 1) x Q(i, 5,k — 1) (2.69)
Poura=-1 etp=1":
as = Qi —1,5,k) x Qi — 1,7+ 1,k) x Q(i,7 + 1,k) (2.70)
as = Q(i,j — 1,k) x Q(i,j — 1,k + 1) x Q(i,j,k + 1) (2.71)
ag = Qi —1,7,k) x Qi — 1,5,k + 1) x Q(i, 5,k + 1) (2.72)
Poura=1 etg=-1:
a7 = Qi+ 1,5,k) x Qi + 1,7 — 1,k) x Q(i,7 — 1,k) (2.73)
ag = Q(i, 7+ 1,k) x Q(i,j + 1,k —1) x Q(4,j,k — 1) (2.74)
ag=Q(i+1,7,k) x Qi + 1,5,k — 1) x Q(i, 5,k — 1) (2.75)
Poura=1 etf=1":
aro= Qi +1,7,k) x Q(i + 1,5 +1,k) x Q(i,5 + 1, k) (2.76)
a1 = Q(i,j + 1,k) x Q(i,j + 1,k +1) x Q(4, 4,k + 1) (2.77)
a1 =Q(i+1,7,k) x Qi + 1,7,k + 1) x Q(i, 5,k + 1) (2.78)
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Annexe 2 : Termess; de I'équation Angen 3D

En 3D, I'incrémentation du nombre de somméais, (P (p)) est donnée par I'équation suivante :

Ang(P) =3 hpr—+1l QUi+, j,k) x Qli+a,j+B,k) x Qi,j + B,k)
X Qi +a,j+ B, k+7)

xO(i + o, §, k + )
xQ(i,j + B,k +7) x Q4,5 k + )]

Cette équation peut étre décomposée en 8 termes :

Ang(P(p)) = 81+ s2 + 83 + 84 + 85 + 8¢ + S7 + S

Poura=-1etpf=-1ety = —1:

S1 =

Poura=-1letp=-1ety =1:

SS9 =

Poura=-1letg=lety=1:

S3 =

Poura=1etp=-1ety = —1:

S4 =

Poura=1etp=-1ety =1:

S5 =

Q(Z_ 17.77k) X Q(Z_ 1,7 - 17k) X Q(Zaj - ]-7k)
XQ(i_lajak_l) X Q(i_laj_lak_l)
XQ(Zaj_ ]-7k_ ]-) X Q(Zvjak_ ]')

Q(Z_lajak) X Q(Z_laj_lak) X Q(Zaj_]-ak)
xQ(G—1,j,k+1)x Qi —1,j — 1,k + 1)
xQi,7 —1,k+1) x Q(i,j,k + 1)

Q(i_lajak) X Q(Z_laj+1ak) X Q(Zaj"i_lak)
xQ@i— 1,5,k +1) x Q(i — 1,5 + 1,k + 1)
xQ(i,7+1,k+1) x Q(i,5,k + 1)

Q(Z+1ajak) X Q(Z+1aj_1ak) X Q(Zaj_lak)
xQUi+ 1,5,k —1)x Qi+ 1,5+ B,k —1)
XQ(7’7]+/67k_1) X Q(Zvjak_]')

Q(Z—i-la]ak) X Q(Z—i-la]_lak) X Q(Zaj_]-ak)
xQU+1,5,k+1)x Qi+ 1,7 — 1,k + 1)
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(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)
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Poura=1etp=lety=1:

s6 = QUi+1,4,k) x Qi+ 1,5 +1,k) x Q(i,j +1,k)
xQi+1,5,k+1)x QG+ 1,5+ 1,k + 1) (2.86)
x Q(i,j + 1,k +1) x Q(i,j,k + 1)
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